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SZKICE ROZWIAZAN ZADAN

1. Dany jest trapez ABC'D o podstawach AB, CD, w ktorym AB > CD. Punkt M jest
srodkiem odcinka AB, a punkt P lezy wewnatrz czworokata ABCD, przy czym spelnione sg
réwnosci AD = PC oraz BC'=PD. Wykaz, ze jeéli SCM D =90°, to pola czworokatéw AM PD
oraz BM PC' sa réwne.

Szkic rozwigzania
Oznaczmy przez N $rodek odcinka C'D. Poniewaz trojkat C'M D jest prostokatny, wiec
CN=DN =MN i w konsekwencji
IDMN = SMDN = <DMA oraz JCMN = <IMCN = JCMB.

Oznaczmy przez () taki punkt na poélproste)] MN7, ze QM = AM = BM. Wéwczas AM D
i QMD oraz BMC' i QMC to pary tréjkatéow przystajacych (cecha bok—kat—bok). Stad

QD=AD=PC oraz QC=BC=PD.

A M B

Ponadto QM = %AB > %CD = MN, co oznacza, ze punkt () lezy po przeciwnej stronie
prostej C'D niz punkt P. Z powyzszych réwnos$ci wynika wiec, ze czworokat CPD(@) jest
réwnolegtobokiem o srodku N. Stad wniosek, ze punkt P lezy na odcinku M N. Pozostaje
zauwazy¢, ze [PDN]|=[PCN] (tréjkaty o wspdlnej wysokosci i réwnych podstawach) oraz
[AMND|=[BMNC]| (trapezy o wspélnej wysokosci i réwnych podstawach), skad

[AMPD]=[AMND]—[DPN|=[BMNC]—-[CPN|=[BMPC]|,
gdzie [F| oznacza pole figury F.

2. Dana jest dodatnia liczba calkowita n oraz liczby w1, xs, ..., x,, z ktorych kazda jest
rowna 1 lub —1, spetniajace réwnosé

T1To+ 203+ ...+ Tp_ 12T, + 2,21 =0.

Wykaz, ze n jest liczbg podzielna przez 4.

Szkic rozwigzania

Zauwazmy, ze kazdy z iloczynéw obecnych w sumie po lewej stronie jest réwny 1 lub —1.
Skoro suma jest rowna 0, to doktadnie %n z tych iloczynéw ma wartos¢ 1 i doktadnie %n ma
wartos¢ —1; w szczegdlnodci — n jest liczba parzysta. Wobec tego

in

1= (210973...0,)° = 2120 ToT3+ ... Ty 1Ty T = 127 (—1)2",

skad wniosek, ze %n jest liczbg parzysta i w konsekwencji n jest liczba podzielng przez 4.




3. Wyznacz liczbe par (a,b) dodatnich liczb catkowitych o tej wtasnosci, ze najwiekszy
wspolny dzielnik liczb a i b jest rowny 1-2-3-...-50, a najmniejsza wspoélna wielokrotnosé liczb
aib jest réwna 12-22.3%.....50%

Szkic rozuigzania

W rozktadzie na czynniki pierwsze liczb a i b wystepuje doktadnie 15 réznych liczb pierw-
szych: sa to wszystkie liczby pierwsze nie wigksze od 50. Oznaczmy przez v,(n) liczbe wystapien
czynnika pierwszego p w rozktadzie na czynniki liczby n. Zauwazmy, ze

v,(NWD(a,b)) =min(v,(a),v,(b)) oraz v,(NWW(a,b))=max(v,(a),v,(D)).
Ponadto dla kazdej liczby pierwszej p < 50 mamy
z, = v,(1%-2%.3%.....50%) =21, (1:2-3-...-50) > v,(1-2-3-...-50) =: 9.
Wynika z tego, ze para (a,b) spetnia warunki zadania doktadnie wtedy, gdy dla kazdej z roz-
wazanych 15 liczb pierwszych prawdziwa jest jedna z dwéch rownosci: (v,(a),v,(b)) = (2p,yp)
lub (v,(a),v,(b)) = (yp,x,). To oznacza, ze szukana liczba par jest réwna 2'® = 32768.

4. Wyznacz najmniejsza dodatnig liczbe catkowita n o tej wlasnosci, ze w zbiorze
{70,71,72,...,70+n}

mozna wskaza¢ dwie rozne liczby, ktérych iloczyn jest kwadratem liczby catkowite;j.

Szkic rozwigzania

Zauwazmy, ze 81-100 =902, co oznacza, ze n < 30.

Przypusémy, ze 70 <a <b <99 oraz ab jest kwadratem liczby catkowitej. To oznacza, ze
a=kc? oraz b= kd* dla pewnych dodatnich liczb catkowitych k, ¢, d, przy czym c < d oraz
liczba k nie jest podzielna przez kwadrat zadnej liczby catkowitej wiekszej od 1.

Zauwazmy, ze jesli c=1, to d >2 oraz k > 70, skad b= kd? > 280 > 100. To oznacza, ze ¢ > 2
i w konsekwencji d > 3 oraz c+d > 5. Zatem

20>b—a=k(d>—c*)=k(d—c)(d+c)>k-1-5=>5k,
czyli k<5. Liczby a i b sa wiec k-krotnosciami kwadratow liczb catkowitych, przy czym k jest
jedna z liczb 1, 2, 3, 5. Bezposrednio sprawdzamy, ze posréd liczb od 70 do 99:

jest jedna liczba bedaca kwadratem liczby catkowitej: 81;

sg dwie liczby bedace dwukrotnosciami kwadratéw liczb catkowitych: 72 oraz 98;
jest jedna liczba bedaca trzykrotnosciag kwadratu liczby catkowitej: 75;

jest jedna liczba bedaca pieciokrotnoscia kwadratu liczby catkowitej: 80.

To oznacza, ze jedyna mozliwa para (a,b) to (72,98). W konsekwencji n =28 to najmniejsza
liczba o wtasnosci opisanej w tresci zadania.

5. Wyznacz wszystkie trojki (z,y, z) liczb rzeczywistych speliajacych réwnoscei
r Yy z_r 2 Y 2, .2, .2
—+=+—=—+—-+= oraz " +y +z2 =zytyz+zr+4.
y z x z Yy
Szkic rozungzania
Pierwsza z rozwazanych réownos$ci mozna przeksztatci¢ réwnowaznie do postaci
Pzt Ay =2ty + 22 ryty, czyli (—y)(y—2)(z—2) =0,
przy zalozeniu xyz # 0. To oznacza, ze co najmniej dwie sposrdd liczb z, y, z sa rowne.
Przypusémy, ze y=z, pozostate dwa przypadki sa analogiczne. Wowczas druga z rozwazanych
réwnosci przybiera postaé z?+y? = 2xy +4 lub réwnowaznie (z —y)? =4, skad wniosek, ze
|z —y| =2, czyli y=2+2 lub y =2 —2. Uwzgledniajac rozwiazania w pozostatych przypadkach,
otrzymujemy odpowiedz: warunki zadania spelniaja nastepujace tréjki (z,y, 2):
(t,t+2,t+2), (t+2,t,t+2), (t+2,t+2,t), dlat ¢ {0,—2},
(b,t—2,6—2), (t—2,6,6—2), (6—2,t—2,t), dla ¢ ¢ {0,2}.




6. Niech s(n) oznacza sume cyfr dodatniej liczby catkowitej n. Szesé réznych cyfr zostato
uzytych do utworzenia trzech dwucyfrowych liczb p, ¢, r speliajacych rownosci
pgs(r) =ps(q)r=s(p)qr.
Wyznacz wszystkie mozliwe wartosci liczb p, g, r.

Szkic rozwigzania
Oznaczmy cyfry uzyte do utworzenia liczb p, q, r przez a, b, ¢, d, e, f w taki sposéb, ze
p=10a+0b, q=10c+d, r=10e+ f.
Roéwnosé pgs(r) = ps(q)r po podzieleniu obustronnie przez p przybiera réwnowazng postaé
(10c+d)(e+ f)=(c+d)(10e+ f), skad cf =de.
Podobnie uzyskujemy rownosci ad =bce oraz af =be. Zadanie sprowadza sie wiec do znalezienia
szesciu réznych cyfr, dla ktorych spetnione sa rownosci
cf=de, ad=bc, af=be.

Zauwazmy, ze wszystkie roéwnosci postaci xy = zt, gdzie x, y, z, t sa czterema réoznymi cyframi,
sg nastepujace:

(I)1-6=2-3, (II)1-8=2-4, (IlI)2-6=3-4, (IV)2.9=3-6, (V) 3-8=4-6.
Nietrudno sprawdzié, ze jedyna trojka réwnosci spetniajacych warunki zadania jest (I), (I1), (V).
Istotnie, w szukanej trojce rownosci kazda cyfra musi tacznie pojawié sie dwa razy, co wyklucza
pojawienie sie réwnosci (IV) (cyfra 9 nie pojawia sie nigdzie indziej) oraz (III) (usuniecie inne;
réwnosci prowadzi do sytuacji w ktorej 2, 4 lub 6 pojawi sie trzykrotnie). Stad uzyskujemy, ze
pary {a,b}, {c,d}, {e, f} to {1,2}, {3,6}, {4,8}. Warunki zadania spelniaja wiec tréjki liczb

{p,q,r} ={12,36,48} oraz {p,q,r}={21,63,84}.
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