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Obdz Naukowy Olimpiady Matematycznej Junioréw (poziom OMJ) odby! sig
w dniach 21-28 maja 2023 r. w Domu Rekolekcyjno-Konferencyjnym ,,Wieczernik”
w Swietej Katarzynie (woj. $wigtokrzyskie). Do udzialu w Obozie zakwalifikowano
uczniéw z klas 5-7 szkdét podstawowych z najlepszymi wynikami w XVIII OMJ.

Kazdego dnia uczestnicy Obozu rozwigzywali zadania w formule konkursowej, pracu-
jac zaréwno indywidualnie, jak i w grupach. Popoludnia po§wiecone byly na wykla-
dy tematyczne i zajecia warsztatowe. W piatek odby? sie spacer do Swietokrzyskiego
Parku Narodowego, a w sobote przeprowadzony zostal mecz matematyczny.

W niniejszym opracowaniu zebrane sg zadania konkursowe wraz z rozwigzaniami.
Zachecamy do wykorzystania tych materiatéw w przygotowaniach do startéw w ko-
lejnych edycjach Olimpiady Matematycznej Junioréw — zwtlaszcza w ramach trenin-
gu przed zawodami finalowymi, a takze w przygotowaniach do rozpoczecia przygody
z Olimpiada Matematyczna dla szkét ponadpodstawowych — podejmowanych jesz-
cze w trakcie lub bezposrednio po zakonczeniu nauki w szkole podstawowe;j.

Poziom trudnosci niektérych probleméw zawartych w niniejszym opracowaniu prze-
wyzsza zdecydowanie poziom trudnosci zadan ostatnich edycji OMJ — nawet tych
proponowanych na zawody finalowe. Tematyka podejmowana na Obozie odnosi sie
przy tym do programu merytorycznego Olimpiady, czerpigc inspiracje z miedzyna-
rodowych zawodow matematycznych rozgrywanych na poziomie juniorskim.

Mitej lektury!
Kadra Obozu

Uczniowie: Dawid Bociaga, Aleksander Dembny, Piotr Dybich, Adam Heine, Nina
Holda, Marek Konieczny, Krzysztof Kowalik, Emilia Kroélikowska, Aleksander
Lada, Szymon Lipinski, Matylda Maciejewska, Michal Maciotka, Szymon Michalik,
Szymon Pilipczuk, Artur Smolenski, Rafal Sobolewski, Krzysztof Suligowski,
Mateusz Smietanko, Pawet Warchot, Piotr Zalewski.

Kadra: Pawel Dziuba (kierownik), Kosma Kasprzak, Bartosz Glowacki, Hai An Mai,
Arkadiusz Mecel, Piotr Miernik, Witold Sikora.



Cgzy istnieja dodatnie liczby catkowite a, b, ¢ spelniajace réwnosé 20 4 2b° = 2%
Odpowied? uzasadnij.

Punkt X lezy na odcinku AB, a punkty C i D — po przeciwnych stronach tego
odcinka, przy czym spelnione sa réwnosci

AX=CX=3, BX=DX=7 AC=BC, AD=BD.

Wykaz, ze CD < 9.

Niech ag = a; =ay =1oraz a, = a,_1 + ap_2 + a,_3, dla kazdej liczby naturalnej
n > 3. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej k zachodzi nieréwnosé¢ az < 2%.

Na ptaszczyznie dany jest niepusty zbidr S o tej wlasnosci, ze dowolny punkt w .S jest
$rodkiem pewnego odcinka (niezerowej diugosci) o koficach ze zbioru S. Udowodnij,
ze zbidr S jest nieskonczony.

Wyznacz wszystkie pary (a,b) dodatnich liczb catkowitych, dla ktérych wartosci

utamkow
a’?+b ora b +a
Z
b2 —a a?—b

sg liczbami catkowitymi.

W czworokacie wypuktym ABC D przekatne AC i BD sg réwnej dtugosci i przecinajg
sie w punkcie X. Zalézmy, ze $AXB = 60°. Wykaz, ze istnieje taki punkt Y, ze
tréjkaty ABY i CDY sa réwnoboczne.

Cgzy istniejg liczby naturalne n, a i b, takie ze n — 2 jest liczba pierwsza i spelnione
sa réwnoéci 2n + 1 = 3a? oraz 5n + 5 = 527



W kétku usiadlo 2023 dzieci. Kazde dziecko dostato 10 kamieni. Co minute jedno
dziecko, ktére ma co najmniej 2 kamienie, moze rozda¢ po jednym kamieniu sa-
siadom. Czy w pewnej chwili moze sie¢ okazaé, ze co najmniej 1012 dzieci nie ma
zadnego kamienia?

Wyznacz liczbe pieciocyfrowych liczb naturalnych n spelniajacych jednoczesnie dwa
warunki:

e n oraz jej suma cyfr sg podzielne przez 5,

e pierwsza i ostatnia cyfra n sg takie same.

Niech a, bedzie liczbg naturalng, ktdérej zapis dziesietny powstaje poprzez ztgczenie
zapisu kolejnych liczb naturalnych od 1 do n. Mamy wiec na przykitad a, = 1234,
ay; = 1234567891011. Znajdz wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych liczba a,
jest niepodzielna przez 3.

Dany jest czworokat ABC D, w ktérym kat wewnetrzny C DA jest wklesty. Przypu-
§¢émy, ze YDAB = YBCD oraz JABC = JCDA — 180°. Wykaz, ze czworokat
ABCD ma dwie pary bokéw prostopadtych.

Liczby rzeczywiste a, b, c, d spelniajg warunek a + b+ ¢ + d = 0. Udowodnij, ze
max(a, b) + max(a, c) + max(a, d) + max(b, c) + max(b, d) + max(c, d) > 0,

gdzie max(z,y) oznacza nie mniejszg sposrdd liczb z i y.

Marek pomyslal o pieciu liczbach rzeczywistych a, b, ¢, d, e, dodal kazde dwie z nich,
1 zapisal na kartce wartosci dziesieciu uzyskanych w ten sposéb sum. Nastepnie
Marek przekazal te kartke Szymonowi. Czy Szymon, tylko na podstawie zapisanych
na kartce dziesieciu liczb, moze wywnioskowal o jakich pieciu liczbach pomyélat
Marek?



Kolejne liczby naturalne od 1 do 100 wypisano od lewej do prawej w pewnej ko-
lejnosci. Liczbe wystepujaca w tym ciggu nazwiemy prawostronnie maksymalng,
jesli jest ona wieksza od kazdej liczby znajdujacej sie w tym ciggu na prawo od niej.
Analogicznie definiujemy liczbe lewostronnie maksymalng. Zatézmy, ze w rozwa-
zanym ciggu jest dokladnie k liczb prawostronnie maksymalnych i doktadnie k liczb
lewostronnie maksymalnych. Znajdz najwiekszag mozliwg wartos¢ k.

Dany jest réwnoleglobok ABC D, w ktérym kat DAB jest ostry. Niech X # B bedzie
punktem na prostej AB spelniajacym XC = BC. Analogicznie, niech Y # B bedzie
punktem na prostej BC spetiajacym AB = AY. Udowodnij, ze DY X = {DXY.

Ile jest liczb catkowitych dodatnich » mniejszych od 2023, dla ktérych istnieje do-
datnia liczba rzeczywista z, taka ze n = z - || ? OdpowiedZ uzasadnij.

Uwaga: |z]| oznacza najwiekszg liczbe catkowity nie wigksza od z.

Czy mozna wpisaé w kazde pole nieskonczonej szachownicy pewng dodatnig liczbe
catkowitg w taki sposdb, aby suma liczb wpisanych w pola w kazdego prostokata
rozmiaru n X m ztozonego z nm pdl tej szachownicy byla podzielna przez n + m?

Para dodatnich liczb catkowitych (z,y) spelnia réwnosé
2z + 4y = NWD(z,y) + NWW(z, y).

Znajdz wszystkie mozliwe wartoéci ilorazu

NWW(z,y)
NWD(z,y)

Dany jest tréjkat ABC, w ktérym S ACB = 90°. Punkt M jest §rodkiem boku AB,
a prosta réwnolegta do prostej BC i przechodzaca przez punkt M przecina prosta
AC w punkcie D. Oznaczmy $rodek odcinka C'D przez E. Zalézmy, ze proste BD
i1 CM sa prostopadte. Wykaz, ze proste EM i AB sa prostopadie.



Wyznacz wszystkie dodatnie liczby catkowite n o tej wtasnosci, ze w zapisie dzie-
sietnym liczby n? wszystkie cyfry sa réwne.

Dany jest tréjkat ostrokatny ABC. Niech D bedzie spodkiem wysokoSci poprowa-
dzonej z wierzchotka A, a punkty P i @) niech beda rzutami prostokatnymi punktu D
odpowiednio na boki AB i AC. Wykaz, ze tréjkaty APQ i ABC sa podobne.

Znajdz wszystkie liczby catkowite m, ktore mozna przedstawié w postaci sumy co
najmniej dwéch kolejnych dodatnich liczb nieparzystych.

Na obwodzie tréjkata réwnobocznego o boku 2n zaznaczono 6n punktow, w tym
wierzchotki tréjkata. Kazde dwa kolejne zaznaczone punkty sa koncami odcinka
o dlugosci 1. Sposrdd zaznaczonych punktéw pewne 4n+1 pomalowano na czerwono.
Wykaz, ze istnieje tréjkat réwnoboczny o czerwonych wierzchotkach.

Na obwodzie tréjkata réwnobocznego o boku 2n zaznaczono 6n punktéw, w tym
wierzchotki tréjkata. Kazde dwa kolejne zaznaczone punkty sa koicami odcinka
o dlugosci 1. Spoéréd zaznaczonych punktéw pewne 3n+2 pomalowano na czerwono.
Wykaz, ze istnieje trapez réwnoramienny o czerwonych wierzchotkach.

Niech z, y, z beda liczbami rzeczywistymi, takimi ze ¢ # 1, y # 1 oraz = # y.
Zalézmy réowniez, ze dla pewnej liczby rzeczywistej k spelniony jest warunek.
yz—z?  zz—y? %
-z  1—-y

Wykaz, ze k =z +y + 2.

Cgzy istniejg liczby catkowite a, b, ¢ spelniajace warunek a + b + ¢ = 0, dla ktérych
liczba a” + b7 + ¢ jest pierwsza?



Okrag w jest styczny do bokéw AB, BC i CD réwnolegtoboku ABC D odpowiednio
w punktach K, L i M. Wykaz, ze odcinek KL przechodzi przez §rodek odcinka
taczacego punkt C' z rzutem prostopadtym punktu C na prosta AB.

Nazwijmy schodam: figure powstala przez usuniecie z szachownicy 15 x 15 wszyst-
kich pdl, ktére sg w pelni nad jej przekatna, tzn. tych pdl, ktére znajduja sie w z-tym
wierszu i 7-tej kolumnie szachownicy, dla 7 > :. Dowolng szachownice rozmiaru k x k,
dla pewnego naturalnego k, nazwijmy natomiast kwadratem. Wyznacz najmniejsza
liczbe kwadratéw, na ktére rozcigé mozna schody.

Liczbe naturalng n» nazwiemy mocarng, jeéli jest ona réwna m?+1, dla pewnej liczby
catkowitej m. Wykaz, ze istnieje nieskoniczenie wiele liczb mocarnych k ktérych
jedynymi dodatnimi dzielnikami mocarnymi sa liczby 1 oraz k.

Kazdych dwdéch nieznajomych w pewnym gronie n oséb ma w nim wspdlnego zna-
jomego. Wykaz, ze najmniejsza mozliwa liczba par znajomych w tym gronie wynosi
n— 1.

Dany jest kwadrat ABCD o boku 3. Na odcinkach AB i AD lezg odpowiednio takie
punkty E i F, ze AE = AF = 2. Wyznacz dlugos¢ cieciwy okregu opisanego na
tréjkacie AEF zawartej w prostej BD.

W rombie ABC D kat przy wierzchotku B ma miare 120°. Punkty F i F' znajduja
sie odpowiednio na bokach AB i BC, przy czym JEDF = 30°. Wykaz, ze $rodek
okregu opisanego na tréjkacie EF' D lezy na przekatnej BD.

Na plaszczyznie dane sg wielokat wypukly W oraz punkt P znajdujacy sie we wne-
trzu W. Zaldézmy, ze dowolna prosta przechodzaca przez punkt P dzieli obwdd
wielokata W na dwie lamane o réwnych diugosciach. Wykaz, ze wielokat W jest
S§rodkowosymetryczny.



Janosik ponumerowatl wierzchotki pewnego szescianu liczbami 1, 2, .. ., 8, a nastepnie
zapisal na kazdej krawedzi tego szeScianu sume liczb znajdujacych si¢ na jej koicach.
Czy jest mozliwe, aby wszystkie liczby zapisane na krawedziach byty parami rézne?

Liczby rzeczywiste z, y spelniaja réwnosé (z++v'z? + 1)(y++/y? + 1) = 1. Wyznacz
wartos¢ liczby z + y.

Na nieskonczonej szachownicy ztozonej z pdl rozmiaru 1 x 1 polozono szescian roz-
miaru 1 x 1 x 1 tak, by jego podstawa pokrywa doktadnie jedno pole szachownicy.
Na gdrnej $cianie szeScianu (przeciwlegtej do polozonej na szachownicy) napisana
jest litera A. W dowolnym momencie mozemy obrdci¢ szeScian na sasiednie pole
szachownicy w taki sposdb, zeby krawedz szeScianu przylegajaca do granicy miedzy
polami nie oderwatla sie od szachownicy podczas obrotu. Czy po pewnej liczbie ta-
kich obrotéw szescian moze znalez¢ sie na polu sgsiadujacym z polem, na ktéry zostat
pierwotnie polozony, i by¢ utozonym tak, by na goérnej Scianie litera A zorientowana
byla w tym samym kierunku jak na poczatku?

Dany jest czworokat ABCD spetniajacy warunki {BCD = 90°, JCDA = 150°
oraz BC = AD. Punkty M i N sa §rodkami odpowiednio bokéw AB i C D. Wyznacz
miare kata miedzy prostymi MN i CD.

Niech A bedzie dowolnym zbiorem n parami réznych dodatnich liczb catkowitych.
Wykaz, ze nie wiecej niz n — 1 réznych poteg dwdjki moze by¢ zapisane w postaci
sumy dwéch réznych elementéw zbioru A.

Wykaz, ze 6 jest najmniejszg liczbg naturalng n spelniajaca nastepujacy warunek:
+W przedziale (—1, 1) istniejg liczby rzeczywiste z1, .. ., 0 sumie réwnej 0 i sumie
kwadratéw réwnej 4.”



Dla jakich dodatnich liczb caltkowitych n mozemy rozbi¢ zbiér utamkdéw

1 2 n—1
53

na takie dwa roztaczne podzbiory, ze iloczyny elementéw tych podzbioréw sg réwne?

Znajdz wszystkie pary (p, g) liczb pierwszych, dla ktérych p+ ¢ = (p — q)3.

Niech (a,), (bn) beda ciggami dodatnich liczb catkowitych spelniajacymi warunek
an +b,V2 = (1+V2)",

dla wszystkich catkowitych dodatnich n. Wykaz, ze dla dowolnej dodatniej liczby
catkowitej n liczby a, i b, sa wzglednie pierwsze.

Niech p bedzie dowolng liczbg pierwsza. Wykaz, ze istnieje taka dodatnia liczba
catkowita n, ze liczba catkowita a,, postaci
an=nt4+(n—-1>2+n-27>3+.. . +3 22"t 1"

daje przy dzieleniu przez p reszte 2023.
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Czy istnieja dodatnie liczby calkowite a, b, ¢ spelniajace réwnos¢ 28° + 20 = 2¢°?
Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie: Odpowiedz jest negatywna. Aby to uzasadnié, przypusémy nie wprost,
ze istnieja dodatnie liczby catkowite a, b, ¢ speilniajace warunki zadania. Bez straty
ogélnosci mozemy zatozyé, ze a > b. Jezeli a # b, to a® = b? + z, gdzie z jest
dodatnig liczba catkowita. Wéwczas liczba

20,2 + 2b2 — 2b2+$ + 2b2 — 2b2 (2$ + 1)

ma nieparzysty dzielnik réwny 2% + 1, ktdéry jest wigkszy od 1, wiec nie moze by¢
potega dwdéjki. To oznacza, ze a® = b%, czyli a = b. Mozemy zatem wykonaé ciag
réwnowaznych przeksztatcen wyjsciowego warunku:

2a2 n 2b2 _ 262,

2a2+1 — 2C2

)

a?+1=¢?
c?—a?= 1,

(c—a)(a+c)=1.

Skoro a +¢ > 0,totakze c—a > 0,astada+c=1orazc—a =1,skadc =1
ia =0, co przeczy zalozeniu, ze a jest liczbg dodatnia.

Punkt X lezy na odcinku AB, a punkty C i D — po przeciwnych stronach tego
odcinka, przy czym spelnione sa réwnosci

AX=CX=3, BX=DX=17AC=BC, AD=BD.

Wykaz, ze CD < 9.

Rozwigzante: Niech P bedzie punktem przeciecia odcinkéw AB oraz CD (rys. 1).
Zauwazmy, ze prosta C'D jest osig symetrii czworokata ADBC. Odcinki AB oraz
CD sa wigc prostopadte i JAPC = 90° = JAPD.

11



D
rys. 1

Punkt P jest érodkiem odcinka AB, skad wnioskujemy, ze
_AX+BX £
- =

Mamy réwniez XP = AP — AX =5—-3=2.

AP

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkatéw CPX oraz DPX:

CP=+/XC?—-XP2=+/9—4=1/5,
DP =+/XD2 — XP2 = +/49 — 4 = /45 = 3+/5.

W rezultacie
CD =CP+ DP =45 =1+/80< /81 =0.

Niech ag = a; = ay =1 oraz a, = an—1 + ap—2 + a,_3, dla kazdej liczby naturalnej
n > 3. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej k zachodzi nieréwnos¢ az < 2F.

Rozungzanie: Zaldézmy nie wprost, ze teza nie jest spelniona i oznaczmy przez k
najmniejsza liczbe naturalna, dla ktérej ar > 2*. Oczywiécie k > 2, wobec czego
mozemy zapisaé

k-3 k-2
ag-3<2°°°, ag2<27° ap1<2

k=1
Stad uzyskujemy
ar =ap 1 +ap a+ap 3 <25 2R 2R3 0k 8(4 1 0 1 1) < 2F% .8 = 2,

co przeczy zatozeniu ay > 2%.
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Na ptaszczyznie dany jest niepusty zbidr S o tej wlasnosci, ze dowolny punkt w .S jest
$rodkiem pewnego odcinka (niezerowej dtugosci) o koncach ze zbioru S. Udowodnij,
ze zbiér S jest nieskonczony.

Rozwigzanie: Zaldézmy nie wprost, ze dany zbidr S jest skonczony. Skoro par punk-
téw ze zbioru S jest skonczenie wiele, to mozemy wybral taks pare punktéow A, B
zbioru S, dla ktérej dlugos¢ wyznaczonego przez nig odcinka AB jest najwieksza.

Z opisu zbioru S wiemy, ze punkt B jest srodkiem pewnego odcinka C'D, gdzie C
i D sa punktami ze zbioru S. Bez straty ogdlnosci (ewentualnie zamieniajac nazwy
punktéw C i D) mozemy zalozyé, ze kat ABD ma miare co najmniej 90° (rys. 2).

c

rys. 2

Zgodnie z przyjetym przez nas zatozeniem, w tréjkacie ABD kat przy wierzchotku B
ma najwieksza miare. Wobec tego naprzeciw tego kata znajduje si¢ najdiuzszy bok
tego tréjkata. Stad AB < AD, co jest jednak sprzeczne wyborem AB jako najdluz-
szego odcinka o koncach ze zbioru S. Uzyskana sprzecznos¢ oznacza, ze zbidr S nie
moze by¢ skonczony.

Wyznacz wszystkie pary (a,b) dodatnich liczb catkowitych, dla ktérych wartosci

utamkdw

a®+b b +a
oraz ———
b2 —a a?z—b

sg liczbami catkowitymi.

Rozwigzanie: Dla dowolnej pary (a,b) dodatnich liczb catkowitych liczby a? + b
oraz b + a sa dodatnie. Aby ulamki o dodatnich licznikach byly liczbami catkowi-
tymi konieczne jest, aby w kazdym z nich licznik byl nie mniejszy od mianownika.
Otrzymujemy w ten sposéb nieréwnosci

a?+b>b*—a oraz b +4a>a—b.

13



Przeksztalcajac réwnowaznie pierwsza nieréwnosé, otrzymujemy a2 — b? > —(a + b)
skad, dzielac przez dodatnig liczbe a+b, dostajemy a—b > —1. Postepujac podobnie
z druga nieréwnoscia, uzyskujemy a — b < 1. Laczac uzyskane warunki, uzyskuje-
my —1 < a—b < 1. W rezultacie prawdziwa jest jedna z réwnoscia = bluba = b+£1.

Jezeli a = b, to

c12—|—b_b2—|—a_az—|—a_a,+1_1+ 2
a?2—b b —-a a’—-a a-—-1 a—1"

Liczba ta jest catkowita wtedy i tylko wtedy, gdy a — 1 jest dzielnikiem liczby 2, co
w $wietle zalozenia a > 0 oznacza, ze a=b=21luba=5b=3.

Jezeli a = b+ 1, to bioragc pod uwage, ze dane utamki sg symetryczne ze wzgledu na

a, b, mozemy zatozy¢ bez straty ogdlnosci, ze b = a + 1. Sprawdzimy, kiedy liczby

a®>+a+1 a>+3a+1
a?+a+1" a2—-a-1

sg calkowite. Pierwsza z nich jest rowna 1. Odejmujac natomiast od drugiego utamka

liczbe 1, uzyskujemy utamek
4a 42

a?2—a—-1"
Ponownie wykorzystujac obserwacje, ze utamek o wartosci catkowitej i dodatnim
liczniku oraz mianowniku ma licznik nie mniejszy od mianownika, uzyskujemy nie-
réwnoéé 4a + 2 > a? — a — 1. Przeksztalcamy te nieréwnoéé réwnowaznie:

0>a®—5a-3,

0 > 4a® — 20a — 12,
0> (2a — 5)? — 37,
37 > (2a — 5)%

Uzyskujemy a < 5. Bezposrednio sprawdzajgc pie¢ mozliwych wartosci a, przeko-
nujemy sie, ze warunki zadania sg spelnione jedynie gdy a = 1 lub a = 2.

Yaczac wyniki uzyskane w obydwu przypadkach, uzyskujemy wszystkie mozliwe pa-
ry (a,b), czyli (2,2), (3,3), (2,1), (1,2).
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W czworokacie wypuktym ABC D przekatne AC i BD sg réwnej dtugosci i przecinajg
sie w punkcie X. Zalézmy, ze JAXB = 60°. Wykaz, ze istnieje taki punkt Y, ze
tréjkaty ABY i CDY sa réwnoboczne.

Rozungzanie: Niech YV bedzie takim punktem lezacym po tej samej stronie prostej
AB, co punkt X, ze tréjkat ABY jest réwnoboczny (rys. 3). Wykazemy, ze trdjkat
CDY jest rownoboczny. W tym celu uzasadnimy, ze zachodza réwnosci CY = DY
oraz SCY D = 60°.

rys. 3

W celu wykazania, ze CY = DY uzasadnimy, ze tréjkaty ACY i BDY sa przystajace
(cecha bok-kat—bok). Istotnie, mamy
IBAY + YABY = 60° + 60° = 180° — 60°
= JBAX + YABX
= JBAY — {XAY + JABY + {XBY,

co oznacza, ze JXAY = JXBY. Poniewaz AY = BY, JXAY = {XBY oraz
AC = BD, wigc trojkaty ACY i BDY sa przystajace. Pozostaje zauwazy¢, ze

JCYD = 4BYD — 4BYC
= JAYC — 4BYC = JAY B = 60°.

Stad rzeczywiscie SCY D = 60°, a to w potaczeniu z réwnoécia CY = DY oznacza,
ze tréjkat CY D jest réwnoboczny.

Uwaga. Warto odnotowaé, ze punkt Y jest srodkiem takiego obrotu o kat 60°, ktory
przeprowadza punkt C' na punkt D (oraz punkt A na punkt B).
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Cgzy istniejg liczby naturalne n, a i b, takie ze n — 2 jest liczba pierwsza i spelnione
sa réwnoéci 2n 4+ 1 = 3a® oraz 5n + 5 = %7

Rozwigzanie: Zaldzmy, ze istnieja takie liczby n, a i b. Zauwazmy, ze

n—2=302n+1)— (5n +5) = 9a® — b* = (3a — b)(3a + b).

Dowolna liczba pierwsza p ma dwa przedstawienia w postaci iloczynu dwéch liczb
catkowitych: (—1)-(—p) oraz 1-p. Skoro 3a+b > 0 oraz n—2 > 0, to takze 3a—b > 0.
Skoro zas 3a+b > 3a—b,to 3a—b =1 oraz 3a+ b =n—2. W rezultacie 6a =n—1,
czyli réwniez 12a = 2n — 2 = 3a? — 3. Liczba a spelnia wiec réwnosé

0=a’—-4a—-1=(a—2)%-5,
co jest niemozliwe, poniewaz 5 nie jest kwadratem liczby catkowite;j.

Uwaga. W istocie nie istniejg liczby naturalne n,a i b spelniajagce postawione w za-
daniu warunki 2n + 1 = 3a? oraz 5n + 5 = b°. Przepisujac bowiem drugg réwnosé
w postaci 5(n + 1) = b?, wnioskujemy ze b jest liczba podzielng przez 25, a zatem
liczba n + 1 jest podzielna przez 5. W rezultacie n daje reszte 4 z dzielenia przez 5.
Zatem liczba 2n + 1 réwniez daje reszte 4 przy dzieleniu przez 5. Tymczasem liczba
postaci 3a® daje moze przy dzieleniu przez 5 dawaé wylacznie reszty 0, 2 lub 3.

W kétku usiadlo 2023 dzieci. Kazde dziecko dostato 10 kamieni. Co minute jedno
dziecko, ktére ma co najmniej 2 kamienie, moze rozda¢ po jednym kamieniu sa-
siadom. Czy w pewnej chwili moze si¢ okazaé, ze co najmniej 1012 dzieci nie ma
zadnego kamienia?

Rozwigzanie: Przypu$émy nie wprost, ze odpowiedz jest pozytywna. Twierdzimy,
ze wéwczas pewna para sgsiadéw nie ma zadnych kamieni. Rzeczywiscie, gdyby
kazde dziecko bez kamieni siedziato pomiedzy dzie¢mi majacymi co najmniej jeden
kamien, to tych drugich bytoby nie mniej od tych pierwszych (gdyz kazdemu dziecku
bez kamienia mozna przyporzadkowal prawego sasiada, czyli pewne dziecko z ka-
mieniami). Rozwazmy pierwszy moment, w ktérym pojawila si¢ para sasiadéw bez
kamieni. To oznacza, ze w tym momencie jeden z nich pozbytl sie swoich kamieni,
co przeczy temu, ze drugi nie ma ani jednego (bo wtasnie dostat jeden kamien).
Odpowiedz na pytanie postawione w zadaniu jest zatem negatywna.
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Wyznacz liczbe pieciocyfrowych liczb naturalnych n spelniajacych jednoczesnie dwa
warunki:

e n oraz jej suma cyfr sg podzielne przez 5,

e pierwsza i ostatnia cyfra n sg takie same.

Rozwigzanie: Niech n = abcde, gdzie a, b, c, d, e to kolejne cyfry w zapisie dzie-
sietnym liczby n. Zgodnie z cecha podzielnosci przez 5, cyfra e jest réwna 0 lub 5.
7Z drugiego warunku opisujacego liczbe n wynika, ze e = a # 0, wiec a = e = 5.

Zgodnie z zatozeniem, suma cyfr liczby n, réwna 10+ b+ c+d, jest podzielna przez 5.
Twierdzimy, ze dla kazdego wyboru pary cyfr bi ¢ (po 10 wyboréw dla kazdej cyfry)
cyfra d przyja¢ moze doktadnie 2 wartosci. Rzeczywiscie, oznaczajac przez r reszte
z dzielenia liczby b + c przez 5, widzimy ze dla r # 0, cyfra d moze by¢ réwna
5—r lub 10 — r, a dla » = 0 mamy mozliwosci d = 0 lub d = 5. W rezultacie liczba
pieciocyfrowych liczb spelniajacych warunki zadania réwna jest 1-10-10-2-1 = 200.

Niech a,, bedzie liczba naturalng, ktérej zapis dziesietny powstaje poprzez ztaczenie
zapisu kolejnych liczb naturalnych od 1 do n. Mamy wiec na przyklad a, = 1234,
a;; = 1234567891011. Znajdz wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych liczba a,
jest niepodzielna przez 3.

Rozwigzanie: Oznaczmy przez S(n) sume cyfr liczby naturalnej n. Skorzystamy
z faktu, ze S(n) = n (mod 3). Innymi stowy, liczba n daje t¢ sama reszte przy
dzieleniu przez 3 co jej suma cyfr. Uzyskujemy stad, ze ztaczenie zapisu dziesietnego
liczb naturalnych r i s daje liczbe (oznaczmy ja przez 7s), ktéra przy dzieleniu przez 3
daje taka samga reszte, co ich suma 7 + s, to znaczy: S(7s) = S(r) + S(s) =r +s
(mod 3).

Korzystajac z powyzszej obserwacji, stwierdzamy, ze reszta z dzielenia liczby a,
przez 3 réwna jest reszcie z dzielenia sumy liczb naturalnych od 1 do n przez 3, czyli
n(n+1)

2

Zatem zeby liczba a, byla niepodzielna przez 3 potrzeba i wystarcza, aby zaréwno n

jak i » + 1 nie byly podzielne przez 3. Stad szukane liczby n to wszystkie dodatnie
liczby catkowite postaci 3k + 1, gdzie k jest nieujemna liczba catkowita.

ap,=14+2+4+...+n= (mod 3).

17



Dany jest czworokat ABC D, w ktérym kat wewnetrzny C DA jest wklesty. Przypu-
§émy, ze {DAB = J{BCD oraz JABC = JCDA — 180°. Wykaz, ze czworokat
ABC D ma dwie pary bokdéw prostopadtych.

Rozungzanie: Oznaczmy przez E punkt przeciecia prostych AD oraz BC, a przez F'
punkt przecigcia prostych CD oraz AB (rys. 4). Z warunkéw zadania mamy

JCDE = JCDA — 180° = YABC oraz <JDCE = YBAE,

wiec korzystajac z réwnosci sum miar katéw w tréjkatach CDE i ABE, uzyskujemy
IDEC = JAEB = 90°. Analogicznie uzyskujemy JCFB = 90°.

c

rys. 4

Liczby rzeczywiste a, b, c, d spelniajg warunek a + b + ¢ + d = 0. Udowodnij, ze
max(a,b) + max(a, c) + max(a, d) + max(b, c) + max(b, d) + max(c, d) > 0,

gdzie max(z,y) oznacza nie mniejszg sposrdd liczb z i y.

Rozwigzanie: Dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y zachodzi nieréwnosé
1
max(:r:, y) > 5(33 + y))
przy czym réwnos$¢ ma miejsce jedynie, gdy ¢ = y. Zatem rozwazana suma maksi-
moéw ograniczona jest z dotu przez liczbe

(a+bd)+(a+c)+(a+d)+(b+c)+ (b+d)+ (c+4d) _ 3(a+b+c+d) —0
2 2 ’
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Marek pomyslat o pieciu liczbach rzeczywistych a, b, ¢, d, e, dodat kazde dwie z nich,
i zapisal na kartce wartosci dziesigciu uzyskanych w ten sposéb sum. Nastepnie
Marek przekazal te kartke Szymonowi. Czy Szymon, tylko na podstawie zapisanych
na kartce dziesieciu liczb, moze wywnioskowal o jakich pieciu liczbach pomys$lat
Marek?

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze suma wszystkich dziesieciu liczb zapisanych na kartce
to4(a+b+c+d+e). W szczegdlnodci Szymon zna warto$é sumy a+b+c+d+e.

Problem postawiony w zadaniu nie zalezy od kolejnosci liczb a, b, ¢, d, e. Zalézmy
wiec bez straty ogdélnosci, ze a < b < ¢ < d < e. Wtedy najmniejsza liczba na kartce
Marka jest a + b, druga najmniejsza liczba jest zas$ a + c. Podobnie najwigksza liczba
na kartce jest d + e, a druga najwieksza — c+ e.

Z powyzszych obserwacji wynika, ze jesli Szymon odejmie od sumy a+b+c+d+e
najmniejszg oraz najwieksza z liczb napisanych na kartce, to otrzyma liczbe c. Na
tej podstawie, znajac wartosci a + c oraz ¢ + e, Szymon wyznacza liczby a oraz e

(a+c)—c=a oraz (c+e)—c=e,
a nastepnie wyznacza liczby b oraz d
(a+b)—a=>b oraz (d+e)—e=d.

W rezultacie Szymon umie rozpozna liczby a, b, ¢, d, e pomy$lane przez Marka.

Kolejne liczby naturalne od 1 do 100 wypisano od lewej do prawej w pewnej ko-
lejnosci. Liczbe wystepujaca w tym ciggu nazwiemy prawostronnie maksymalng,
jesli jest ona wieksza od kazdej liczby znajdujacej sie w tym ciggu na prawo od niej.
Analogicznie definiujemy liczbe lewostronnie maksymalng. Zalézmy, ze w rozwa-
zanym ciggu jest dokltadnie k liczb prawostronnie maksymalnych i doktadnie k liczb
lewostronnie maksymalnych. Znajdz najwieksza mozliwg wartos¢ k.

Rozwigzanie: Jesli wypiszemy liczby od 1 do 100 w nastepujacy sposdb:
1, 2, 3, ..., 48, 49, 100, 50, 99, 98, ..., 53, 52, 51,

to pierwsze 50 wypisanych liczb stanowi zbidr wszystkich liczb lewostronnie maksy-
malnych, za$ liczby prawostronnie maksymalne to: 100 oraz liczby od 99 do 51.
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Rozwazmy teraz dowolny cigg liczb od 1 do 100. Z uwagi na obecno$¢ liczby 100
wéréd wypisanych liczb, zadna liczba mniejsza od 100 nie moze by¢ jednoczednie
lewostronnie i prawostronnie maksymalna. Gdyby jednak liczba k byla wieksza od
50, wtedy co najmniej dwie z liczb od 1 do 100 bylyby jednoczeénie lewostronnie
i prawostronnie maksymalne. Zatem najwieksza mozliwa warto$¢ k réwna jest 50.

Dany jest rownolegtobok ABC D, w ktérym kat D AB jest ostry. Niech X # B bedzie
punktem na prostej AB spelniajacym X C = BC'. Analogicznie, niech Y # B bedzie
punktem na prostej BC spetiajacym AB = AY . Udowodnij, ze DY X = {DXY.

Rozwigzanie: Uzasadnimy, ze tréjkaty DAY oraz XCD sa przystajace (rys. 5).

D

N
f

A B

Y
rys. 5

Z danych réwnosci odcinkéw oraz z zaltozenia, ze czworokat ABC D jest réwnoleglo-
bokiem, mamy réwnosci dlugosci odpowiednich bokéw tréjkatow DAY oraz XCD

AY =AB=CD oraz CX =CB=AD.
Pozostaje wykazaé réwnoéé miar katéw Y AD oraz XCD. Skoro SABY = JCBX,
i skoro tréjkaty ABY oraz CBX sa réwnoramienne, to mamy Y AB = 4XCB.

Ponadto, poniewaz ABCD jest réwnolegtobokiem, wiec takze < DAB = JBCD.
W konsekwencji

YYAD = JYAB + YDAB = 4XCB + YBCD = 4XCD.
WykazaliSmy wiec, ze tréjkaty DAY oraz X C D sa przystajace (cecha bok—kat—bok).
Stad DY = DX i w konsekwencji IDYX = 4DXY.
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Ile jest liczb calkowitych dodatnich n mniejszych od 2023, dla ktérych istnieje do-
datnia liczba rzeczywista z, taka ze n = z - |z|? OdpowiedZ uzasadnij.

Uwaga: |z]| oznacza najwiekszg liczbe catkowity nie wigksza od z.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze jedli a > 0 jest liczba catkowitag in = a?,ton = |a]-a.
Rozwazaé bedziemy kolejne liczby od a? do a?+2a (liczba a®+2a+1 jest juz kolejnym
kwadratem). Jak si¢ okaze, dokladnie a sposréd nich ma zadane przedstawienie.

Przypuséémy, ze n = a® + b, dla dodatniej liczby catkowitej b < a. Skoro g <1,to

n=a (a+2)=|ast| (a+?).

Widzimy zatem, ze dla dowolnej liczby calkowitej z przedziatu od a? do a® +a — 1
umiemy wskazaé odpowiednig liczbe rzeczywista z spelniajacg warunki zadania.

Rozwazmy przypadek, gdy n = a? + b, dla liczby catkowitej b spetniajacej warunek
a < b < 2a. Dla dowolnej liczby € > 0 mamy zatem
n=a’+b>a-(a+1-¢)=la+1—-¢]-(a+1—¢)=a’+a—ae.
Stad dla dowolnej liczby € > 0 mamy
la+1]-(@a+1)>a®+b>|a+1l—¢] (a+1—¢)

Stad rozwazana liczba n nie moze by¢ przedstawiona w postaci |z]-z. To oznacza, ze
dla n postaci a® +b, gdzie a < b < 2a, nie jest mozliwe dobranie liczby = spelniajacej
warunki zadania.

Pozostalo zatem policzy¢ ile jest takich n < 2023, ktére mozna zapisaé w postaci
a? + b, gdzie b jest dodatnig liczba catkowita i b < a.

Zauwazmy, ze najwicksza liczba catkowita c, taka ze c® < 2023, réwna jest 44, gdyz
2025 = 452, To oznacza, ze liczba a jest mniejsza od 45. Zauwazmy, ze jezeli a = 1,
to b= 0, z kolei jezelia = 2, to b = 0 lub b = 1, i tak dalej. Jesli a = k, to istnieje
k mozliwosci wyboru b.

Stad liczba szukanych liczb n réwna jest

44 - 45

1+2+3+4+...+43+44 = = 22-45 = 990.
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Czy mozna wpisaé w kazde pole nieskoniczonej szachownicy pewng dodatnig liczbe
catkowitg w taki sposdb, aby suma liczb wpisanych w pola w kazdego prostokata
rozmiaru n x m ztozonego z nm pol tej szachownicy byla podzielna przez n + m?

Rozwigzanie: Przypusémy nie wprost, ze odpowiedz na pytanie postawione w tresci
zadania jest twierdzaca. Niech N > 1 bedzie liczba catkowita.

Zauwazmy, ze dowolny prostokat rozmiaru 2 X (N — 1) mozna podzieli¢ na dwa
prostokaty rozmiaréw 1 x (N — 1). Suma liczb wpisanych w pola kazdego z tych
prostokatéw jest podzielna przez N. A zatem takze suma liczb wpisanych w prostokat
rozmiaru 2 X (N — 1) jest podzielna przez N.

Z drugiej strony, prostokat rozmiaru 2 x (N — 1) mozna podzielié na prostokat
rozmiaru 2 X (N —2) i prostokat rozmiaru 2 x 1. Skoro zaréwno suma liczb wpisanych
w prostokat rozmiaru 2 x (N — 1) jest podzielna przez N, jak i suma liczb wpisanych
w prostokat rozmiaru 2 x (N — 2) jest podzielna przez N, to réwniez suma liczb
wpisanych w prostokat rozmiaru 2 x 1 jest podzielna przez N.

Uzyskalismy sprzecznos¢, gdyz suma dwdch dodatnich liczb catkowitych nie moze
by¢ podzielna przez dowolng liczbe catkowita wieksza od 1.

Para dodatnich liczb catkowitych (z,y) spelnia réwnosé
2z + 4y = NWD(z,y) + NWW(z, y).

Znajdz wszystkie mozliwe wartosci ilorazu

NWW(z, )
NWD(z,y)

Rozwigzanie: Oznaczmy NWD(z,y) jako d. Z definicji najwickszego wspdlnego
dzielnika istnieja wzglednie pierwsze dodatnie liczby catkowite a, b, takie ze

z=da oraz y=db.
Skoro a oraz b sg liczbami wzglednie pierwszymi, to
NWD(z,y) = d- NWD(a, b) = dabd.

Szukany w tresci zadania iloraz jest wiec réwny ab.
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Podstawiajac a oraz dab do warunku 2z + 4y = NWD(z,y) + NWW(z, y), otrzy-
mujemy réwno$¢ 2da + 4db = d + dab, ktérag mozna przeksztalci¢ réwnowaznie do
postaci

2a + 4b =1+ ab,
7=ab—2a—4b+ 8,
7=(a—4)(b-2).

Liczby a oraz b sg dodatnie, wiec wystarczy rozwazy¢ dwie mozliwosci:
a—4=1, a—4=1,
lub
b—2=1 b—2=T.

Stad (a,b) = (11,3) lub (a,b) = (5,9). Otrzymujemy zatem ab = 11 -3 = 33 lub
ab=5-9 = 45, czyli jedyne mozliwe wartosci szukanego ilorazu wynosza 33 i 45.

Dany jest tréjkat ABC, w ktérym JACB = 90°. Punkt M jest érodkiem boku AB,
a prosta réwnolegta do prostej BC i przechodzaca przez punkt M przecina prosta
AC w punkcie D. Oznaczmy $rodek odcinka C'D przez E. Zalézmy, ze proste BD
i CM sa prostopadte. Wykaz, ze proste EM i AB sa prostopadie.

Rozungzanie: Niech punkt F' bedzie odbiciem punktu C wzgledem punktu M
(rys. 6). Powstaly czworokat AC BF jest wéwczas prostokatem oraz CM = MF.

e 1

rys. 6
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Proste DM i BC sa réwnolegle oraz punkt M jest srodkiem boku AB, co oznacza,
ze punkt D jest Srodkiem odcinka AC. Zatem z symetrii zauwazamy, ze prosta DF
jest prostopadta do prostej AB, skoro proste BD i CM sa prostopadte.

Punkt F jest §rodkiem odcinka DC, a punkt M jest Srodkiem odcinka CF', zatem
E M jest linig Srodkowa w tréjkacie DC'F', czyli jest réwnolegta do prostej DF'. Stad
wynika, ze proste EM oraz DF' sa réownolegle, co oznacza z kolei, ze proste EM
i AB sa prostopadte.

Wyznacz wszystkie dodatnie liczby catkowite n o tej wlasnosci, ze w zapisie dzie-
sietnym liczby n? wszystkie cyfry sa réwne.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze liczby 1, 4, 9 spelniaja zalozenia zadania. W dalszej
czesci rozwigzania rozwazamy liczby co najmniej dwucyfrowe.

Przypomnijmy dwie wtasnosci liczb catkowitych, z ktérych bedziemy dalej korzystac.

e Cyfra jednosci kwadratu liczby catkowitej moze by¢ jedynie 0, 1, 4, 5, 6 lub 9.

e Przy dzieleniu przez 4 kwadrat liczby catkowitej daje reszte 0 lub 1.

Bedziemy korzysta¢ réowniez z faktu, ze dowolna liczba naturalna daje taka samg
reszte z dzielenia przez 4, jak liczba utworzona z dwdch jej ostatnich cyfr. W ten
spos6b mozemy wyeliminowac liczby konczace sie cyframi 11, 55, 66, 99, gdyz

e liczba konczaca si¢ cyframi 66 daje reszte 2 z dzielenia przez 4,

e liczba konczaca sie cyframi 11, 55 lub 99 daje reszte 3 z dzielenia przez 4.

Pozostaje rozwazy¢ kwadraty postaci 44...44. Zauwazmy jednak, ze po podzieleniu
dowolnej takiej liczby przez liczbe 4, ktéra takze jest kwadratem, uzyskujemy liczbe
postaci 11...11. Ta jednak konczy sie cyframi 11, wiec jak juz wiemy nie moze by¢
kwadratem. Zatem jedynymi liczbami spelniajagcymi warunki zadania sg 1, 4, 9.

Uwaga. Uzasadnimy, ze przy dzieleniu przez 4 kwadrat liczby catkowitej daje reszte
0 lub 1. Kwadrat liczby parzystej jest liczbg podzielng przez 4. Dowolng liczbe
nieparzysta mozna natomiast zapisa¢ w postaci 4k + 1 lub 4k + 3, gdzie k jest liczba
calkowita. Tymczasem (4k + 1)? = 4(4k? + 2k) + 1 oraz (4k +3)? = 4(4k? + 6k) + 1.
Zatem kwadrat dowolnej liczby nieparzystej daje przy dzieleniu przez 4 reszte 1.
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Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Niech D bedzie spodkiem wysokosci poprowa-
dzonej z wierzcholtka A, a punkty P i @ niech bedg rzutami prostokatnymi punktu D
odpowiednio na boki AB i AC. Wykaz, ze tréjkaty APQ i ABC sa podobne.

Rozwigzanie: Z racji tego, ze punkty P i @) sg rzutami punktu D na boki AB i AC,
mamy YDPA = {DQA = 90°. Na czworokacie APDQ mozna zatem opisaé okrag.

rys. 7

Wystarczy wiec zauwazy¢, ze SABC = 90° — {BDP = JPDA = JPQA, przy
czym ostatnia rowno$¢ wynika z tego, ze PDA oraz PQA to katy wpisane oparte
na tym samym tuku. Analogicznie mozna uzasadnié, ze SJACB = JAPQ. Zatem
tréjkaty APQ i ABC sa podobne na mocy cechy kat—kat—kat.

Znajdz wszystkie liczby catkowite m, ktore mozna przedstawié w postaci sumy co
najmniej dwéch kolejnych dodatnich liczb nieparzystych.

Rozungzanie: Wykazemy, ze dodatnie liczby catkowite m spelniajgce warunki zada-
nia to wszystkie liczby podzielne przez 4 oraz wszystkie nieparzyste liczby ztozone.
Rozwazmy przypadki: gdy m jest liczbg parzysta, i gdy m jest liczbg nieparzysta.

Jezeli m jest liczba parzysta, to kazdy jej rozklad na sume liczb nieparzystych ma
parzyscie wiele sktadnikéw. W szczegdlnosci, jesli m jest suma parzyscie wielu kolej-
nych dodatnich liczb nieparzystych, to suma kazdych kolejnych dwéch sktadnikéw
nieparzystych tej sumy jest podzielna przez 4. Stad takze m jest liczba podzielna
przez 4. Definiujemy liczby catkowite [, ¥ warunkami

m+ 4 m—4

k=12
oraz 4

l =
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Twierdzimy, ze liczbe m mozna przedstawi¢ jako réznice sumy pierwszych [ liczb
nieparzystych oraz sumy pierwszych k liczb nieparzystych, czyli w postaci

m=1+3+...+20—1)—(1+3+...+2k—1).

Korzystamy z faktu, ze suma pierwszych n liczb nieparzystych réwna jest n?:

1—|-3+...+(2n—1):%(1—1—(2n—1)+3+(2n—3)+...+1+(2n—1))

= E(n -2n) = n?,

W ten sposéb rozwazana przez nas réznica jest rzeczywiscie réwna m:
(14+3+... +20-1)—(14+3+.. 42k =P -k =(1-k)(I+k)=m.

Jezeli m jest liczba nieparzysta i jest suma ! — k£ kolejnych dodatnich liczb nie-
parzystych, gdzie I — k > 1 oraz k, ! sg nieujemnymi liczbami catkowitymi, to
7z rogumowania wyzej wnioskujemy, ze m = I° — k? = (I — k)(I + k).

Zatem liczba m majaca zadane przedstawienie jest ztozona. Biorac liczby nieparzyste
p > g > 1, spelniajace warunek n = pq, definiujemy liczby [, k warunkamil — k =g
oraz !l + k = p, uzyskujac przedstawienie dowolnej ztozonej liczby nieparzystej m
w postaci sumy kolejnych [ — k& dodatnich liczb nieparzystych.

Na obwodzie trdéjkgta réwnobocznego o boku 2n zaznaczono 6n punktow, w tym
wierzchotki tréjkata. Kazde dwa kolejne zaznaczone punkty sg koncami odcinka
o dtugosci 1. Sposrdd zaznaczonych punktéow pewne 4n+1 pomalowano na czerwono.
Wykaz, ze istnieje trojkat réwnoboczny o czerwonych wierzchotkach.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze zbidr zaznaczonych na obwodzie tréjkata 6n punktéw
mozemy rozbi¢ na 2n tréjek punktow, tak by kazda tréjka stanowita zbidr wierz-
chotkéw tréjkata réwnobocznego. Rzeczywiscie, jesli ponumerujemy kolejne zazna-
czone punkty jako Pi,..., Psp, to kazda tréjka punktéw postaci Py, Ponir, gdzie
1 < k < 2n, stanowi wierzcholki tréjkata réwnobocznego.

Mamy 6n zaznaczonych punktéw, z czego 4n + 1 jest pomalowanych na czerwono.
Zatem w pewnej z 2n tréjek wskazanych wyzej wszystkie trzy punkty sg pomalo-
wane na czerwono. 1o za$§ oznacza, ze istnieje tréjkat réwnoboczny o wszystkich
wierzchotkach pomalowanych na czerwono.
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Na obwodzie tréjkata réwnobocznego o boku 2n zaznaczono 6n punktéw, w tym
wierzchotki tréjkata. Kazde dwa kolejne zaznaczone punkty sa koncami odcinka
o dlugosci 1. Sposrdd zaznaczonych punktéw pewne 3n+2 pomalowano na czerwono.
Wykaz, ze istnieje trapez réwnoramienny o czerwonych wierzchotkach.

Rozungzanie: Parg nazywaé bedziemy kazde dwa zaznaczone punkty, ktére albo
oba sg wierzcholkami wyjsciowego tréjkata, albo sg koncami odcinka réwnolegltego
do jednego z bokdéw wyjsciowego trdjkata, ale nie lezg na tym samym boku. Powiemy
tez, ze dwie pary majg wspélny kierunek, jesli sg réwnolegle do tego samego boku
tréjkata.

Zauwazmy, ze wszystkich par jest 6n. Rzeczywiscie, mamy po 2n par o tym samym
kierunku. Odnotujmy tez, ze jesli pomalujemy na czerwono dwie pary (zaznaczonych
punktéw) o tym samym kierunku, to 4 punkty stanowigce te pary wyznaczajg trapez
rownoramienny spelniajacy warunki zadania.

Wystarczy zatem wykazal, ze wirdd 4n punktéw tworzacych 2n par o tym samym
kierunku co najmniej 2n+2 punktow jest pomalowanych na czerwono. Stad wynikac
bedzie, ze istniejg dwie pokolorowane pary o tym samym kierunku, wyznaczajace
odpowiedni trapez réwnoramienny.

Przypusémy wiec, ze w kazdym z trzech zbioréw 4n punktéw tworzacych pary o tym
samym kierunku, nie wiecej niz 2n + 1 punktéw jest pomalowanych. Zauwazmy, ze
kazdy zaznaczony punkt nalezy do dokladnie 2 par i mamy 3 rézne kierunki. To
oznacza, ze lacznie jest pomalowanych co najwyzej

3-(2n+1) 6n+4

=3 2
3 < 5 n +

zaznaczonych punktéw — sprzecznosc.

Jak juz wykazaliSmy, ta sprzecznos¢ dowodzi teze zadania.

Niech z, y, z beda liczbami rzeczywistymi, takimi ze z # 1, y # 1 oraz =z # y.
Zalézmy réwniez, ze dla pewnej liczby rzeczywistej k spelniony jest warunek.

yz—mzzmz—yQZk
1—z 1—vy '

Wykaz, ze k=z+y + 2.
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Rozwigzanie: Przypomnijmy znanag obserwacje moéwiaca, ze dla dowolnych liczb

rzeczywistych a, b, ¢, d, takich ze b # 0, d # 0, b # d oraz §{ = 5 mamy

c a-—c
b d b-d

Rzeczywiicie, warunek ;—; = 7 przeksztalcamy réwnowaznie, po przemnozeniu

przez (b — d)b, do warunku ab — bc = ab — ad, réwnowaznego oczywiscie § = .

Uzywajac powyzszej obserwacji w rozwigzywanym zadaniu, uzyskujemy:

yz—2? zz—y® (yz—a?)—(zz—-vy?) zly—z)+(y+z)(y—=z)
1—e  1-y  (l-e)-(-y) y—o ST

Cgzy istnieja liczby catkowite a, b, ¢ spelniajace warunek a + b + ¢ = 0, dla ktérych
liczba a” + b7 + ¢ jest pierwsza?

Rozwigzanie: Sposéb I

Wykazemy, ze dla dowolnej dodatniej liczby nieparzystej m liczba a™ +b™ + c™ jest
parzysta i rézna od +2, wiec nie jest liczba pierwsza.

W przypadku, gdy liczby a, b, ¢ sg wszystkie parzyste, liczba a™ + b™ + ¢ jest
podzielna przez 4. Zalézmy zatem, ze dokladnie dwie z liczb a, b, c sg nieparzyste.
Przypus$émy nie wprost, ze liczba a™ + b™ + c™ jest pierwsza. Z uwagi na symetrie
mozemy zalozy¢, ze liczby b, ¢ sg nieparzyste. Liczby b™ oraz ¢™ réwniez sg nie-
parzyste, a ich suma — parzysta. Po dodaniu liczby parzystej a™ uzyskujemy, ze
liczba a™ + b™ + c™ jest parzysta, czyli jest rtéwna —2 lub 2.

Zauwazmy, ze zadna z liczb a, b, ¢ nie moze by¢ réwna 0. Gdyby na przykitad a = 0,
tob+c=0iam™+b"+c"=0+b"—0b" # £2.

Przypomnijmy tez, ze dla dowolnej liczby naturalnej n mamy

m2n+1 4 y2n+1 — (.’D + y)(:rQn _ x2n—1y + $2n—2y2 — - my2n—l + y2n)

Z wzoru tego wynika, ze istniejg liczy naturalne p, g, r, takie ze
a”+ b+ =a"+(b+c)p=0b"+(a+c)g=c"(a+ b)r,
co wobec réwnosci b+ ¢ = —a, a + ¢ = —b oraz a + b = —c pociagga za sobg

A"+ b+ =a" —ap=0b" —-bg=c" —cr.
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Powyzsze réwnosci oznaczaja, ze liczba a™ +b™ +c™ jest podzielna zaréwno przez a,
jak i przez b oraz c. Skoro jednak mamy a™ + b™ + ¢™ = %2, a liczby b, c sa nie-
parzyste, to b = £1, ¢ = £1. Stad za§ a = +2. Sprawdzamy bezposrednio, ze zadna
z tych mozliwo$ci nie moze mie¢ miejsca, jeslia+b+c = 0oraz a™ +b™ +c™ = 2.

Sposéb 11

Podobnie jak wyzej wnioskujemy, ze a” + b7 + ¢ jest liczba parzysta. Z malego
twierdzenia Fermata wynika za$ przystawanie

a"+b +c"=a+b+c=0 (mod7).

Stad liczba a” + b7 + ¢ jest podzielna zaréwno przez 2, jak i przez 7. Nie jest to
wiec liczba pierwsza.

Okrag w jest styczny do bokéw AB, BC i C' D réwnolegtoboku ABC D odpowiednio
w punktach K, L i M. Wykaz, ze odcinek KL przechodzi przez §rodek odcinka
taczacego punkt C' z rzutem prostopadtym punktu C na prosta AB.

Rozungzanie: W rozwigzaniu korzystamy z tzw. twierdzenia o czapeczce mdéwiacego,
ze jesli punkt X lezy na zewnatrz okregu w oraz jesli Y, Z sa punktami stycznosci
prostych przechodzacych przez punkt X i stycznych do okregu w, wéwczas XY =
X Z. Jest to natychmiastowa konsekwencja faktu, ze jesli O jest §rodkiem okregu w,
to tréjkaty prostokatne XY O oraz X ZO sg przystajace.

Niech F bedzie rzutem prostopadlym punktu C na prostg AB. Niech P oraz @ beda
punktami przeciecia prostej KL odpowiednio z prostymi CD oraz CE.

D M C p

A K B E
rys. 8

Z faktu przytoczonego wyzej wynika, ze CM = CL, oraz ze BK = BL, czyli tréjkat
BKL jest réwnoramienny. Proste AB i BC sa réwnolegte, wiec BKL = JLPC.
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Katy BLK oraz PLC sa wierzcholkowe, wiec tréjkat C PL jest réwnoramienny i stad
otrzymujemy PC = CL. Laczac uzyskane réwnosci otrzymujemy

CM=CL=CP.

W rezultacie punkt C jest §rodkiem odcinka PM. Do tego odcinki CE i KM sa
réwnolegle i réwnej dlugosci, wiec odcinek C'Q) jest linig §rodkowa w tréjkacie PK M,
skad mamy
cQ = 1K M= lC’E.
2 2

Zadanie 28.

Nazwijmy schodam: figure powstala przez usuniecie z szachownicy 15 x 15 wszyst-
kich pdl, ktére sa w pelni nad jej przekatna, tzn. tych pdl, ktdére znajduja sie w z-tym
wierszu i j-tej kolumnie szachownicy, dla 7 > ¢. Dowolng szachownice rozmiaru k x k,
dla pewnego naturalnego k, nazwijmy natomiast kwadratem. Wyznacz najmniejsza
liczbe kwadratéw, na ktére rozcigé mozna schody.

Rozwigzanie: OdpowiedZ na pytanie postawione w zadaniu to 15. Zauwazmy, ze
mozliwe jest wypelnienie schoddéw 15 kwadratami:

rys. 9

Twierdzimy, ze nie jest mozliwe rozcigcie schodéw na mniej niz 15 kwadratéw.

Rozwazmy stopnie naszych schodéw, czyli 15 pdl znajdujacych sie na przekatnej
pierwotnej szachownicy (15 pdl, na ktére bysmy staneli wchodzac po schodach).
Wycinajac z szachownicy kwadrat, mozemy w nim zawrze¢ nie wiecej niz 1 z 15
takich stopni. To oznacza, ze kwadratéw, na ktére mozna rozcigé schody, jest co
najmniej 15.
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Liczbe naturalng n nazwiemy mocarng, jesli jest ona réwna m?+1, dla pewnej liczby
catkowitej m. Wykaz, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb mocarnych k ktérych
jedynymi dodatnimi dzielnikami mocarnymi sg liczby 1 oraz k.

Rozungzanie: Zatézmy nie wprost, ze zbidr M liczb mocarnych spelniajacych wa-
runki zadania jest skonczony. Najwiekszy element tego zbioru oznaczmy przez ng.
Oczywiscie ng > 1, gdyz 2 jest liczba mocarng. Rozwazmy liczbe mocarng

n=(1+1)2°+1)(3%+1)...(n +1))* + 1.

Skoro n > ng, to liczba n nie nalezy do zbioru M. Liczba ta ma wiec najmniejszy
dzielnik mocarny rézny od 1 oraz n, ktéry oznaczymy przez a. W szczegdlnosci liczba
a jest mocarna i nie ma dzielnikéw mocarnych réznych od 1 oraz a. W przeciwnym
przypadku dzielniki te bytyby réwniez dzielnikami mocarnymi n, mniejszymi od a.
Stad liczbe a nalezy do zbioru M. Zauwazmy jednak, ze a > ni + 1, gdyz kazda
liczba mocarna od 22+ 1 do n% + 1 daje przy dzieleniu przez n reszte 1. Uzyskujemy
zatem sprzeczno$¢ z wyborem n jako najwiekszego elementu zbioru M.

Kazdych dwdéch nieznajomych w pewnym gronie n oséb ma w nim wspdlnego zna-
jomego. Wykaz, ze najmniejsza mozliwa liczba par znajomych w tym gronie wynosi
n — 1.

Rozungzanie: Przyktadowa sytuacja, w ktorej liczba par znajomych w gronie n oséb
spelniajagcym warunki zadania wynosi n—1, zachodzi w przypadku, gdy pewna osoba
zna n — 1 oséb, a pozostale osoby nie znajg sie. Wystarczy wiec wykazaé, ze przy
zachowaniu warunkéw zadania nie moze by¢ mniej niz n — 1 par znajomych.

Wybierzmy wiec dowolng osobe X i oznaczmy przez k liczbe jej znajomych. Wtedy,
zgodnie z warunkami zadania, kazda z pozostalych n — k — 1 0séb (poza X oraz jej
znajomymi) musi znaé ktérego$ ze znajomych X. Otrzymujemy zatem co najmniej
n —k — 1 par znajomych, wéréd ktérych nie ma osoby X. W potlaczeniu z k parami
zawierajacymi X daje nam to co najmniej n — 1 par znajomych w grupie.
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Dany jest kwadrat ABCD o boku 3. Na odcinkach AB i AD lezg odpowiednio takie
punkty E i F, ze AE = AF = 2. Wyznacz dlugos¢ cieciwy okregu opisanego na
tréjkacie AEF zawartej w prostej BD.

Rozwigzanie: Oznaczmy te cieciwe jako XY, przyjmujac BX < BY . Niech punkt Z
bedzie Srodkiem odcinka EF', a punkt T' — obrazem punktu Z w symetrii wzgledem
prostej BD.

Zauwazmy, ze punkt Z jest Srodkiem okregu opisanego na tréjkacie AEF, jako
§rodek przeciwprostokatnej. Co wiecej, tréjkaty AEF oraz ABD sg prostokatne
réwnoramienne, wiec proste EF oraz BD sg réwnolegle. Stad wynika, ze punkty
A, Z,T leza na prostej prostopadlej do prostej BD.

Srodek odcinka ZT lezy na prostej BD, z czego wynika, ze AZ = ZT i punkt T lezy
na okregu opisanym na tréjkacie AEF. Zatem mamy réwnosci ZX = ZT = ZY,
oraz poprzez symetrie YT = 7Y = ZX = XT.

W konsekwencji tréjkaty ZXT i ZY T sa przystajacymi tréjkatami réwnobocznymi
o boku réwnym promieniowi okregu. Cigciwa XY ma dlugos$¢ réwna dwukrotnosci
wysokosci kazdego (dowolnego) z tych tréjkatéw. Korzystajac z twierdzenia Pitago-
rasa, uzyskujemy AE? + AF? = EF?, czyli EF = 2+/2, wiec promieri okregu wynosi

V2. Stad
ﬁzx/ﬁ _ /G

XY =2-
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W rombie ABC D kat przy wierzchotku B ma miare 120°. Punkty E i F' znajdujg
sie odpowiednio na bokach AB i BC, przy czym JEDF = 30°. Wykaz, ze §rodek
okregu opisanego na tréojkacie EF' D lezy na przekatnej BD.

Rozungzanie: Niech O bedzie §rodkiem okregu opisanego na tréjkacie EF'D. Korzy-
stajac z twierdzenia o kacie Srodkowym i wpisanym opartych na tym samym tuku
okregu, uzyskujemy

JEOF =2-30° = 60°.

W rezultacie
JABC 4+ YEOF = 120° 4 60° = 180°,

skad stwierdzamy, ze na czworokacie EBF'O mozna opisaC okrag.

Réwnosci promieni FO = OF implikuja, ze EOF jest tréjkatem réwnobocznym,
zatem
JOEF = JOFE = 60°.

Teraz wystarczy zauwazy¢, ze na mocy twierdzenia o kacie wpisanym oraz z tego,
ze przekatne rombu sg dwusiecznymi jego katow wewnetrznych mamy

1 1
JOBF = JOEF =60° = 3 120° = 3 JABC = {DBC,

czyli punkty D, O i B sa wspoétliniowe.
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Na plaszczyznie dane sg wielokat wypukly W oraz punkt P znajdujacy sie we wne-
trzu W. Zalézmy, ze dowolna prosta przechodzaca przez punkt P dzieli obwdd
wielokata W na dwie lamane o réwnych diugosciach. Wykaz, ze wielokat W jest
srodkowosymetryczny.

Rozwigzanie: Rozwazmy dowolny punkt A na obwodzie wielokata W, i niech C be-
dzie drugim punktem przeciecia prostej AP z tym obwodem. Nietrudno zauwazyc¢,
ze znajdziemy takie punkty B i D na obwodzie W, ze punkty B, P, D sg wspotli-
niowe i odcinki AB i CD sg zawarte w pewnych krawedziach W. Rzecz jasna mamy
AB = CD, bo inaczej warunki zadania nie bytyby spelnione — prosta AC lub BD
nie dzielitaby obwodu wielokgta W na polowy.

Poprowadzmy dwusieczne katéw APB i CPD, a ich punkty przeciecia z odcinkami
AB i CD nazwijmy odpowiednio F i F'. Podobnie jak wczesniej, z warunkéw zadania
uzyskujemy, ze AE =CF i EB = FD.

rys. 12

Laczac te rownosci z twierdzeniem o dwusiecznej uzyskujemy, ze

AP AE CF CP

PB EB FD PD’
W rezultacie tréjkaty APB i CPD sg podobne (cecha bok-kat—bok). Skoro dodat-
kowo mamy AB = CD, to tréjkaty te sa w istocie przystajace. W szczegdlnosci,
AP = PC, skad wynika, ze punkt C jest obrazem punktu A w symetrii srodkowej
wzgledem punktu P. Zatem odbicie dowolnego punktu z obwodu W wzgledem P
réowniez lezy na obwodzie W, skad dostajemy teze.

Uwaga. Figure W nazywamy Srodkowosymetryczna, gdy istnieje taki punkt S, ze
obraz kazdego punktu W w symetrii wzgledem punktu .S nalezy do W.
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Janosik ponumerowatl wierzchotki pewnego szescianu liczbami 1, 2, .. ., 8, a nastepnie
zapisal na kazdej krawedzi tego szeScianu sume liczb znajdujacych si¢ na jej koicach.
Czy jest mozliwe, aby wszystkie liczby zapisane na krawedziach byty parami rézne?

Rozwigzanie: Najwicksza mozliwa warto§¢ zapisana na krawedzi szeScianu réwna
jest 8 + 7 = 15, a najmniejsza mozliwa warto§¢ wynosi 1 + 2 = 3. W rezultacie
mozliwe jest zapisanie na krawedziach sze$cianu jedynie jednej z 13 wartosci.

Wykazemy, ze nie jest mozliwe, by kazda z liczb 3, 4, 5, 6 wystapila na pewnej
krawedzi szescianu. Przypusémy nie wprost, ze kazda z nich sie pojawia. Oznacza
to, ze Janosik nadat liczby 1 i 2 wierzchotkom polaczonym krawedzia — inaczej nie
istnialaby krawedz o wartosci 3. Podobnie wierzchotki ponumerowane liczbami 1
oraz 3 maja wspdlng krawedz o wartosci 4. Z tego wynika, ze wierzchotki ponume-
rowane liczbami 2 oraz 3 nie sg polgczone krawedzig, wiec zeby powstala krawedsz
o wartosci 5, wierzchotek o numerze 4 musi by¢ potaczony krawedzig z wierzchol-
kiem o numerze 1. Z tego za$ wynika, ze wierzchotek 4 nie jest poltaczony krawedzig
z wierzchotkiem o numerze 2. Skoro jednak mamy na pewnej krawedzi wartosé 6,
to wierzcholek 1 musi mie¢ wspdélng krawedz réwniez z wierzchotkiem 5, co ozna-
cza, ze jeden wierzcholek szeScianu polaczony jest krawedziami z czterema innymi
wierzchotkami. UzyskaliSmy sprzecznosc.

Analogicznie wykluczamy przypadek jednoczesnego wystapienia krawedzi z liczbami
12, 13, 14, 15. Zatem sposréd 13 mozliwych wartosci liczb na krawedziach faktycznie
moze pojawié sie tylko 11. Jednakze krawedzi jest 12, wiec ktéra$ liczba bedzie
musiata sie powtdrzy¢.

Liczby rzeczywiste z, y spelniaja réwnos¢ (z++v/z? + 1)(y++/y? + 1) = 1. Wyznacz
warto$¢ liczby z + y.

Rozwigzanie: Zadna z liczb z? + vz2 + 1 oraz y® + \/y2 + 1 nie jest réwna zero,
gdyz ich iloczyn jest niezerowy. Zatem
1 y>+1-y 5
= = =Vy'+1l-y,
y+yr+1 P A1-9?

czyliz+y= \/y2 + 1 — /22 4+ 1. Analogicznie, zamieniajac role z i vy, uzyskujemy
réwnoé¢ ¢ +y =22 + 1 — \/y2 + 1. Dodajac te réwnosci dostajemy 2(z + y) = 0.
W rezultacie liczba = + y jest réwna 0.

z+Vz2+1
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Na nieskoniczonej szachownicy ztozonej z pdl rozmiaru 1 x 1 polozono szescian roz-
miaru 1 x 1 x 1 tak, by jego podstawa pokrywa dokladnie jedno pole szachownicy.
Na gérnej $cianie szeScianu (przeciwleglej do polozonej na szachownicy) napisana
jest litera A. W dowolnym momencie mozemy obréci¢ szeScian na sgsiednie pole
szachownicy w taki sposdb, zeby krawedz szeScianu przylegajaca do granicy miedzy
polami nie oderwata si¢ od szachownicy podczas obrotu. Czy po pewnej liczbie ta-
kich obrotéw szeScian moze znalez¢ sie na polu sasiadujacym z polem, na ktéry zostat
pierwotnie polozony, i by¢ utozonym tak, by na goérnej Scianie litera A zorientowana
byta w tym samym kierunku jak na poczatku?

Rozwigzanie: Odpowiedsz jest negatywna. Zalézmy nie wprost, ze odpowiedz jest
przeciwna. Pokolorujmy kazdy punkt kratowy rozwazanej przez nas nieskonczonej
szachownicy (tzn. wierzcholek pola rozmiaru 1 x 1) na bialo lub czarno tak, by kazde
dwa sasiednie punkty kratowe (polaczone krawedzig pola) mialy rézne kolory.

Kolorujemy réwniez na biato lub czarno kazdy punkt kratowy na plaszczyznie réw-
noleglej do szachownicy lezacej nad nig w odlegtosci 1 tak, by nad kazdym dotych-
czas pokolorowanym punktem wyjsciowe]j szachownicy znajdowat si¢ (w odlegtosci 1)
punkt, ktéry otrzymal kolor przeciwny do punktu pod nim.

Zauwazmy, ze gdy umiejscowimy nasz szeScian na nieskonczonej szachownicy, to
cztery jego wierzchotki bedg w biatych punktach, a pozostale cztery — w czarnych.
Bez straty ogdlnoéci mozemy wiec zalozyc, ze po polozeniu szeScianu na nieskonczo-
nej szachownicy przy lewej noézce litery A jest czarny punkt kratowy.

Zauwazmy dalej, ze gdy obracamy szeScian zgodnie z warunkami zadania, wtedy te
wierzchotki szedcianu, ktére byty w biatych punktach, przechodza réwniez na punkty
biale, a te wierzcholki, ktére byly czarne, przechodzg na punkty czarne.

Zauwazmy wreszcie, ze gdy po pewne]j liczbie obrotéw szeScian znajduje sie na polu
sgsiadujacym z polem, na ktérym szeScian ten byl pierwotnie polozony, to w dal-
szym ciggu przy lewej nézce litery A znajduje sie punkt czarny. To jednak oznacza,
ze litera A jest zorientowana inaczej niz na poczatku. UzyskaliSmy sprzecznosc.

Dany jest czworokat ABCD spetniajacy warunki {BCD = 90°, JCDA = 150°
oraz BC = AD. Punkty M i N sa Srodkami odpowiednio bokéw AB i CD. Wyznacz
miare kata miedzy prostymi M N i CD.
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Rozwigzanie: Niech punkt K bedzie obrazem punktu C w symetrii wzgledem
punktu M. Skoro AM = MB, to czworokat ACBK jest réwnolegtobokiem, skad
AK = BC = AD. W szczegdlnoici tréjkat ADK jest réwnoramienny.

D N C

M

rys. 13

Skoro czworokat ACBK jest réwnolegtobokiem, to YK AB = YABC oraz:
SKAD = {BAD + YKAB = {BAD + $ABC = 360° — 150° — 90° = 120°.

Zauwazmy wreszcie, ze proste DK i M N sg réwnolegte, gdyz M N jest linig srodkowa
w tréjkacie DC K. Zatem proste M N i C'D przecinaja si¢ pod katem

YDNM = 180° — JCDK = YADK + 180° — SCDA = 30° + 30° = 60°.

Niech A bedzie dowolnym zbiorem n parami réznych dodatnich liczb catkowitych.
Wykaz, ze nie wiecej niz n — 1 réznych poteg dwdjki moze byé zapisane w postaci
sumy dwoéch réznych elementéow zbioru A.

Rozwigzanie: Przyjmijmy, ze elementy zbioru A sa postaci a, as, ..., a,. Zalézmy,
ze istnieje liczba catkowita z, taka ze dla pewnych liczb 1 < ¢ < 7 < n mamy
a; + a; = 2°. Zakladajac bez straty ogélnosci, ze a; > a;, mamy 2°~! < a; < 2%,

Whioskujemy stad, ze jeSli suma réznych elementéw ze zbioru A jest réwna 2%,
to jeden z tych elementéw nalezy do przedziatu [2’3_1, 2’3). Zauwazmy dodatkowo,
ze jeSli ¢ # y sg réznymi liczbami catkowitymi, dla ktérych liczby 2%, 2¥ mozna
przedstawi¢ w postaci sum réznych elementéw A, wtedy przedzialy [2°71,2%) oraz
[2v—1,2Y) sa rozlaczne. Oznacza to, ze element zbioru A moze tylko raz by¢ wiek-
szym ze skladnikéw sumy elementéw zbioru A, ktéra jest potega dwojki. Wsrdd
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owych wiekszych sktadnikéw nie wystepuje natomiast najmniejszy element zbioru A.
W rezultacie réznych poteg liczby 2, ktére mozna przedstawi¢ w postaci sumy réz-
nych elementéw zbioru A, jest co najwyzej n — 1.

Wykaz, ze 6 jest najmniejsza liczba naturalnag n spelniajaca nastepujacy warunek:
»W przedziale (—1, 1) istniejg liczby rzeczywiste 1, .. ., Z,, 0 sumie réwnej 0 i sumie
kwadratéw réwnej 4.”

Rozungzanie: Zalézmy, ze dla pewnego n istniejg liczby rzeczywiste zq, ..., z,
o sumie réownej zero i sumie kwadratéw réwnej 4. Mozemy zalozy¢, ze liczby z; sa
niezerowe, dla 1 < ¢ < n, skoro szukamy najmniejszego mozliwego n.

Réwnos¢ z; + ... + z, = 0 mozemy przeksztalci¢ do takiej postaci, by z jednej
strony znalazly sie jedynie sktadniki dodatnie, a z drugiej strony liczby przeciwne
do skladnikéw ujemnych. Przyktadowo, dla n = 8 mozemy przeksztalci¢ réwnosé

1 1 1 1 1 1 1 1
—t—=+ =+ =+ |- )+ |——= )+ |-+ |-—=)=0
At nt () (58) () ()
do réwnosci, w ktérej po obydwu stronach sg liczby dodatnie
1 1 1 1 1 1 1 1
() () ()
V2 V2 V2 V2 V2 V2 V2 V2
Zauwazmy, ze po obydwu stronach uzyskanej réwnosci znajduja sie w istocie warto-
§ci bezwzgledne oryginalnych sktadnikéw zi, ..., 2.

Dla dowolnej liczby rzeczywistej z z przedziatu (—1, 1) zachodzi nieréwno$¢ z2 < |z|.
Co wigcej, dla dowolnych dwdch liczb z,y z przedzialu (—1,1) mamy |z| + |y| < 2.

W szczegdlnoéci, dla n < 5, po dokonaniu operacji wyzej, z jednej ze stron tak
przeksztalconego warunku z; + ... + z, = 0 znajda si¢ nie wigcej niz 2 skladniki,
ktérych suma jest, jak juz wiemy, mniejsza od 2. Oznacza to, ze réwniez suma
wyrazéw po drugiej stronie réwnosci jest mniejsza od 2. A zatem suma wyrazéw po
obydwu stronach réwnoéci jest mniejsza od 4. Stad dla n < 5 mamy:

b=zt 22+ . 422 < zy| 4z + ...+ |za] < 4,
co jest niemozliwe. Widzimy wiec, ze liczba n jest réwna co najmniej 6.

Dla n = 6 mozna przyja¢ 1 = T3 = T3 = \/g Oraz T4 = Ty = Tg = —\/g. Wowczas

2
x%+m§+m§+m2+m§+m§:6~§:4.
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Dla jakich dodatnich liczb caltkowitych n mozemy rozbi¢ zbiér utamkdéw

1 2 n—1
23 g

na takie dwa roztaczne podzbiory, ze iloczyny elementéw tych podzbioréw sg rowne?

Rozwigzanie: Zalézmy, ze dla pewnej dodatniej liczby catkowitej n mozemy dokonad
rozbicia zbioru utamkéw opisanego w zadaniu. Jezeli oznaczymy wspdlng wartosé
iloczynu elementéw tych podzbioréw jako A, to uzyskamy réwnosé

22 1 2 n—1 1

53 - e

Zauwazmy, ze A jest liczbg wymierna, gdyz iloczyn liczb wymiernych jest liczbg wy-

mierna. Warunek A = % oznacza wiec, ze liczba n jest kwadratem liczby catkowite].
Wykazemy, ze dla kazdego kwadratu zadane rozbicie jest mozliwe.

Niech n = k2, wéwczas poszukiwanym przez nas rozbiciem jest:

1 2 k-1y ko k+1 n—1
2'3 Tk E+1" k+2"° 77 n [
gdyz
2 k-1 1 1 o &k k+1 n—1
2 3 k. k vn n  k+1 k+2 n

Znajds wszystkie pary (p,q) liczb pierwszych, dla ktérych p+ ¢ = (p — q)°.

Rozwigzanie: Zauwazmy najpierw, ze p > ¢q. W przeciwnym wypadku po lewej
stronie réwnoséci p + ¢ = (p — ¢)® znajduje sig liczba dodatnia, a po lewej — liczba
ujemna lub zero.

Rozwazmy reszty z dzielenia przez 3 dawane przez liczby
p+e, p—q¢, (p—9)°

Zauwazmy, ze szeScian liczby catkowitej n daje taka sama reszte z dzielenia przez 3,
co sama liczba n. Wynika to cho¢by z malego twierdzenia Fermata, ale takze z pro-
stego rachunku algebraicznego rozbijajacego problem na trzy przypadki.
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e Jesli n = 3k, dla pewnej liczby catkowitej k, to n® = 27k3.
o Jeslin =3k +1, to (3k+1)3 = 27k3 + 27k? + 9k + 1 = 3(9%3 + 9k + 3k) + 1.

o Jeflin = 3k+2, to (3k+2)® = 27k3 +54k? + 18k +8 = 3(9k3 +18k? +6k+2) +2.

Z rozumowania tego wynika, ze liczby (p —q)3,p — ¢q oraz p+ ¢ daja taka sama reszte
z dzielenia przez 3. W szczegdlnosci liczba (p + ¢) — (p — q) = 2g jest podzielna
przez 3. Skoro q jest liczbg pierwsza, to ¢ = 3.

Wiemy juz, ze p > ¢. Dla p = 5 mamy 5+ 3 = 2% = (5 — 3)%, a dla p > 7 mamy
(P-32-(p+3)=p"-Tp+6=(p—6)(p—1) >0,

a stad tym bardziej (p — 3)° > p + 3.
Jedyna para (p, ¢) liczb pierwszych spelniajacych warunki zadania jest zatem (5, 3).

Niech (a,), (b,) beda ciggami dodatnich liczb catkowitych spelniajacymi warunek
an +b,V2 = (L+V2)",
dla wszystkich catkowitych dodatnich n. Wykaz, ze dla dowolnej dodatniej liczby

catkowitej n liczby a, i b, sa wzglednie pierwsze.

Rozungzanie: Mamy a; = 1, a; = 3 oraz by = 1, b = 2. Jest wiec jasne, ze
NWD(ay,b1) = NWD(as, b)) = 1. Zauwazmy dalej, ze

Qn+1 + bn+1\/§ = (an + bn\/g)(]- + \/5) = (an + 2bn) + (an + bn)\/§1
co oznacza, ze obydwa rozwazane ciggi zwigzane sg rekurencjami:

Qpt1 = ap + 2bn, bn+1 =an + bn

Zalézmy nie wprost, ze podzbidér zbioru liczb naturalnych zlozony z takich n, ze
NWD(ay,b,) # 1 jest niepusty. Zbidr ten ma zatem element najmniejszy n > 1.
Warunek minimalno$ci méwi ze NWD(a,,_1,b,_1) = 1. Jednak na mocy réwnosci
NWD(z+y,y) = NWD(z,z+y) = NWD(z, y), zachodzacych dla dowolnych niezero-
wych liczb catkowitych z, y, uzyskujemy sprzecznoé¢ z zalozeniem NWD(a,,, b,) # 1:

NWD(an, bn) = NWD(an_l + 2bn_1, Ap_1 + bn—l) = NWD(bn_l, an_l) =1.
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Niech p bedzie dowolng liczbg pierwsza. Wykaz, ze istnieje taka dodatnia liczba
catkowita n, ze liczba catkowita a,, postaci

an=n'4+(n—-1>2+n-27>3+.. . +3 22" 41"
daje przy dzieleniu przez p reszte 2023.
Rozungzanie: Aby wyznaczy¢ przykiadowa liczbe n spelniajacg warunki zadania

rozwazymy najpierw liczbg a(p_1)p.

Ustalmy niezerowg reszte a z dzielenia przez p i rozwazmy wszystkie potegi stano-
wiace skladniki liczby a(,_1)p, ktérych podstawy daja reszte a z dzielenia przez p.
Suma tych sktadnikéw, ktérg oznaczymy przez s,, to

sq = aPP=UFl=a 4 (g 4 p)pP(P=D)Fi=p=a L | (g4 p(p—2))PFHi—e,

Wszystkie podstawy tych poteg daja reszte a z dzielenia przez p, natomiast kolejne
wyktadniki dajg wszystkie mozliwe reszty przy dzieleniu przez p — 1, przy czym
kazda reszte dajg dokladnie raz. Zatem z matego twierdzenia Fermata

se=14+a+a*+...+aP1 (mod p).

Skoro (14+a+a?+...+aP"1)(a—1) = a?~! — 1, to ponownie korzystajac z matego
twierdzenia Fermata, stwierdzamy, ze

e 5,=0 (modp),dlal<a<gp-1,
e s; =p—1.
Zatem
Ap(p—1) =81+ ...+ 81 =—1 (mod p).
Wreszcie zauwazmy, ze jesli dla pewnych dodatnich liczb catkowitych z, y, w, z mamy
z=y modp(p—1) oraz w=2z modp(p-—1),

to

z¥ =y* (mod p).

Stad tatwo dostac
Akp(p—1) = k- p(p—1) = —k (mod p),

czyli szukang liczbg jest na przyktad n =2023(p — 1) - (p — 1)p.
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