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1. Dane sg takie liczby catkowite dodatnie a, b, ¢, d, ze kazda z liczb ab—1, bc—1 1 ac—1
jest podzielna przez d. Wykaz, ze réwniez liczba a? +b% 4 c? — 3 jest podzielna przez d.

2. W pewnej grupie jest 2n oséb. Wéréd nich nie ma takich trzech oséb, ze kazde dwie
z nich sie znaja. Ile maksymalnie moze by¢ par oséb, ktore sie znaja?

3. Punkt D lezy na boku AB tréjkata ABC. Dwusieczna kata ADC' przecina bok AC
w punkcie M, a dwusieczna kata BDC' przecina bok BC w punkcie N. Udowodnij, ze
prosta M N jest réwnolegta do prostej AB wtedy i tylko wtedy, gdy punkt D jest srodkiem
odcinka AB.

4. Wyznacz wszystkie czworki liczb rzeczywistych a,b,c,d spetniajace uktad rownan

at+bt+ct+d=4
ab+bctced+-da=4.

5. Rozstrzygnij, czy w wyrazeniu
+12 4224324 ... £20122

mozna tak dobraé¢ znaki 4, aby jego wartos¢ byla réwna 2012.

6. Dany jest taki niepusty zbior két lezacych w jednej ptaszczyznie, ze ich wnetrza sa
parami roztaczne. Kazde z tych kot jest styczne do doktadnie szeSciu innych kot z tego
zbioru. Wykaz, ze kol jest nieskonczenie wiele.

7. Dany jest okrag w o érednicy AB. Okrag o, styczny do okregu w, jest styczny do odcinka
AB w punkcie FE. Cieciwa C'D okregu w jest prostopadia do AB, styczna do okregu o
i przecina odcinek AE. Wykaz, ze AE = AC.

8. Wykaz, ze istnieje takich 101 kolejnych liczb naturalnych, ze ,Srodkowa” liczba nie ma
dzielnika pierwszego mniejszego od 100, a kazda z pozostalych liczb ma dzielnik pierwszy
mniejszy od 100.

9. W grafie o 14 wierzchotkach kazde dwa wierzchotki sa polaczone biata lub czerwona
krawedzia. Wykaz, ze mozna wybraé takie trzy wierzchotki, ze kazde dwa sa potaczone biata
krawedzia lub takich pie¢ wierzchotkéw, ze kazde dwa sa potaczone czerwona krawedzig.

10. Punkt S jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC. Okrag o przechodzi przez
punkty B, C, S. Wykaz, ze okrag o wyznacza na prostych AB i AC réwne cieciwy.

11. Roézne liczby naturalne aq,as,...,a, daja co najmniej k+1 réznych reszt z dzielenia przez
n+k. Wykaz, ze ze zbioru tych liczb mozna wybraé¢ niepusty podzbiér o sumie podzielnej
przez n—+k.
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12. Dla réznych liczb pierwszych p,q, niech R(p,q) = g, gdzie r jest odwrotnodcia liczby p
modulo ¢ (czyli najmniejsza taka liczba catkowita dodatnia, ze liczba rp—1 jest podzielna
przez q). Niech (p,) oznacza ciag kolejnych liczb pierwszych. Wykaz, ze dla nieskoniczenie
wielu liczb naturalnych k£ zachodzi nieréwnos¢

> R(pi,pj) > (];)

1<i,j<k
i#j

13. Czy szachownice 2012 x 2012 mozna pokry¢ klockami 5 x51 7x 77

14. Dana jest taka liczba pierwsza p > 3, ze liczby 2p —1 oraz 3p —2 sa pierwsze. Niech
n=p(2p—1)(3p—2). Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej k liczba k™ —k jest podzielna
przez n.

15. Jasminka chce powota¢ komisje, ktora rozstrzygnie czy tadniejsze sg kotki czy aniotki.
Kazdy z cztonkéw komisji wybierze aniotka z takim samym prawdopodobienstwem pe (%, 1) ,
przy czym decyzje poszczegdlnych cztonkéw komisji sa niezalezne. Komisja podejmuje de-
cyzje wigkszoscig gloséw, a w przypadku remisu rozstrzygniecia dokonuje rzucajac mo-
neta. Ktora komisja z wiekszym prawdopodobienstwem wybierze aniotka: 2011-osobowa
czy 2012-osobowa?

16. Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i C'D i taki punkt F wewnatrz trapezu, ze
YAED = YBEC =90°. Punkt S jest punktem przeciecia przekatnych trapezu. Wykaz, ze
jesli E# S, to prosta ES jest prostopadla do podstaw trapezu.

Mecz matematyczny

17. Dana jest taka liczba catkowita a, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba 2" 4 a jest
potega liczby pierwszej o wyktadniku naturalnym. Wykaz, ze a jest rowne 0.

18. Wykaz, ze dla dowolnej liczby pierwszej p istnieje taka liczba naturalna n, ze liczba
2" 43" 4+n jest podzielna przez p.

19. Czworokat wypukly ABCD jest wpisany w okrag o;. Proste AB i C'D przecinajg sie
w punkcie P. Okrag oo przechodzi przez punkty A i B oraz przecina prosta C'D w punktach
E i F. Udowodnij, ze punkt P oraz srodki okregéw opisanych na tréjkatach BCE i ADF
lezg na jednej proste;j.

20. Okrag o jest wpisany w czworokat ABC'D. Proste réwnolegte do prostej BD sg styczne
do okregu o odpowiednio w punktach K i L, przy czym K lezy po tej samej stronie prostej
BD, co punkt A. Wykaz, ze proste AK, C'L i BD przecinaja sie w jednym punkcie.

21. Rozstrzygnij, czy istnieje czworoscian, w ktorym srodki okregéw opisanych na $cianach
sg wspotliniowe.

22. Dany jest szescian 8 x 8 x 8. Czy uzywajac 64 paskow papieru o wymiarach 1 x 3 mozna
pokry¢ jego trzy Sciany o wspolnym wierzchotku?
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23. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n warto$¢ wyrazenia

0

mozna przedstawi¢ w postaci a“b® dla pewnych liczb naturalnych a,b.

24. Koko i Spoko graja w nastepujaca gre. Na poczatku gry na stole znajduje sie n monet
o nominale 1 EURO kazda. Ruch polega na zabraniu ze stotu jednej monety, czterech monet
lub liczby monet bedacej dzielnikiem pierwszym kwoty na stole. Gracze wykonuja ruchy na
przemian, zaczyna Koko. Wygrywa ten, kto zabierze ze stotu ostatnia monete. Rozstrzygnij,
w zaleznosci od n, ktory z graczy ma strategie wygrywajaca.

25. Ciag (a,) jest okreélony nastepujaco: ag=2 oraz a,y; = 2a> —1 dla naturalnych n.
Wykaz, ze liczba as121 nie jest podzielna przez 2012!+ 1.

26. Wykaz, ze dla dowolnych niezerowych liczb rzeczywistych a, b, ¢ spelniona jest nieréw-
nose 11 b b
20% + — + — + — + - +1/2at +2¢4 > 2V/3.
a* ¢ a c

27. Wyznacz najwieksza warto$¢ wyrazenia
T1X2X3 +T2T3T4 + ... +T2010T201122012 T T201122012L1 + L201221L2 ,
gdzie x1,x9,...,%2012 sa liczbami rzeczywistymi nieujemnymi spelniajacymi warunek

1 —|—I2+...+$2012 =2012.
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