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ZAWODY DRUZYNOWE

SZKICE ROZWIAZAN ZADAN

1. Wyznacz najwigksza mozliwa wartos¢ wyrazenia ab+bc+2ac, gdzie a, b, ¢ sa nieujemnymi
liczbami rzeczywistymi, ktérych suma jest rowna 1.

Szkic rozwigzania

Odpowiedz: Najwieksza mozliwg wartoscig wyrazenia ab+ bc+ 2ac jest %

Sposob 1
Zauwazmy, ze skoro (a—c)? >0, to a®+c* > 2ac. Stad wniosek, ze
1 b 2 2 2 b2 b2
3= (a+ ;LC) _ ¢ ;C + 5 +ab+bc+ca > ab+bc+2ac+§ > ab+bc+2ac.

Wobec tego warto$¢ wyrazenia ab+bc+2ac jest nie wieksza od % Wartosé ta jest osiagana dla
trojki (a,b,¢)=(3,0,3).
Sposob 11
Podstawiajac b=1—a—c w danym wyrazeniu, uzyskujemy
1 1\2 1\? 1
ab+bc+2ac=a(l—a—c)+c(l—a—c)+2ac=a—a’*+c—c*= o (a—2> — (c—2> < 3
Podobnie jak w poprzednim sposobie stwierdzamy, ze rownos$é¢ w powyzszej nieréwnosci zachodzi

dla (a,b,c) = (%707 %)

Uwaga
Zaltozenie o nieujemnosci liczb a, b, ¢ jest zbedne — nie jest wykorzystywane w zadnym
z przedstawionych powyzej sposoboéw rozwigzania.

2. Na tablicy napisano liczbe 2022. W pojedynczym kroku mozna zastapi¢ dowolng cyfre 2
przez ciag cyfr 2022. Przyktadowo

2022 — 2020222 — 2020220222 —

Przypusémy, ze po doktadnie k krokach na tablicy uzyskano liczbe podzielng przez 22. Wyznacz
wszystkie mozliwe wartosci liczby k.

Szkic rozwigzania
OdpowiedZz: Warunki zadania spetniajg wszystkie liczby k > 9.

Niech k£ bedzie dowolng liczbg o tej wtasnosci, ze po doktadnie k krokach mozna uzyskac
liczbe L podzielng przez 22. Przypusémy, ze na pozycjach nieparzystych w liczbie L jest ng zer
i no dwojek, a na pozycjach parzystych w liczbie L jest py zer i ps dwdjek.

Zauwazmy, ze w kazdym kroku liczba dwéjek na tablicy zwigksza si¢ o 2, a liczba zer zwigksza
sie¢ 1. To oznacza, ze liczba L ma doktadnie 2k +3 dwodjki oraz k+1 zer. W szczegdlnosci
z rOWNOosci ny + po = 2k + 3 wynika, ze ng # ps.

Na mocy cechy podzielnosci przez 11 suma cyfr liczby L znajdujacych sie na pozycjach
nieparzystych, réwna 2n,, daje te sama reszte z dzielenia przez 11, co suma jej cyfr znajdujacych
sie na pozycjach parzystych, rowna 2p,. Innymi stowy, liczba 2ns —2ps jest podzielna przez 11.
Poniewaz ny —py # 0, wiec |ng —po| > 11.



Przypusémy, ze ny > po. Liczba L ma 3k+4 cyfry, wobec czego ma co najmniej %(k+1) cyfry
na pozycjach parzystych. Poniewaz pg < k+1, wiec oznacza to, ze p, > %(k—l— 1). W konsekwencji
mamy

2k+3= n2+p2—(n2—p2)+2p2 1142 §<k+1) Sk@d k>9.

Analogicznie do jednakowej konkluzji dochodzimy w przypadku ns < ps.

Wskazemy teraz sekwencje krokéw, pozwalajaca na uzyskanie liczby podzielnej przez 22 dla
kazdego k > 9. Zauwazmy, ze za kazdym razem zastepujac srodkowe wystapienie cyfry 2, po k
krokach uzyskujemy

L =202020...20 222...2 .
—

(E+1)% 20" (k+2)x,2"

Bezposrednio sprawdzamy, ze dla k=9 liczba ta jest podzielna przez 22, gdyz jest parzysta, suma
jej cyfr na pozycjach nieparzystych jest rowna 32, a suma jej cyfr na pozycjach nieparzystych
jest rowna 10.

Zauwazmy, ze jesli wykonamy pojedynczy krok wykorzystujac ostatnia cyfre (ktéra zawsze
jest 2), z liczby n uzyskamy liczbe 1000n+22. To oznacza, ze jesli przed wykonaniem tego kroku
liczba na tablicy byta podzielna przez 22, to liczba uzyskana po jego wykonaniu rowniez jest
podzielna przez 22. W konsekwencji aby uzyskaé liczbe podzielng przez 22 w doktadnie k> 9
krokach wystarczy w dziewigciu krokach uzyska¢ liczbe L, a w kazdym sposréd pozostatych
k —9 kolejnych krokow zastepowaé ostatnia cyfre.

3. Punkty D, E, F leza odpowiednio na bokach BC', C A, AB trojkata ABC' w taki sposob,
ze FB=BD, DC =CUFE oraz proste EF' i BC' sg réwnolegte. Styczna do okregu opisanego
na trojkacie DEF w punkcie F' przecina odcinek AD w punkcie P. Symetralna odcinka EF
przecina odcinek AC' w punkcie (). Wykaz, ze proste PQ i BC sg rownolegte.

Szkic rozwigzania

Oznaczmy przez I srodek okregu opisanego na tréjkacie DEF. Wykazemy, ze na czworokacie
AFEITF mozna opisaé okrag. Skoro I jest $rodkiem okregu opisanego na tréjkacie DEF, to
zachodzi rownos¢ [ F=1D=1F. Stad otrzymujemy, ze trojkaty I F'B i IDB oraz tréjkaty [ EC
i IDC sa przystajace (cecha bok-bok-bok). Stad

SFIB=<4DIB, <EIC=<YDIC oraz <FBI=<DBI, JICE=<ICD. (x)
Wobec tego
SEIF =360°— <DIF — <DIE =360°—2-(XDIB+ ¥DIC) =

B
=360°—2- $BIC =360°—2- <18O°—<>[—<l20> = 4B+ 4C.

Uzyskujemy wiec réwnos¢ SFAE+ SEIF = <A+ 4B+ $C =180°, ktoéra oznacza, ze na czwo-
rokacie AETF mozna opisaC okrag.




Mozemy stad wywnioskowaé, ze SAIF = SAEF. 7Z réwnoleglosci EF i BC, réwnosci ()
oraz twierdzenia o kacie srodkowym zastosowanego do okregu opisanego na trojkacie DEF
otrzymujemy, ze

JAEF = 4ECD=2-4ICD=2-(90°— 4CDE) =180° —2- $DEF = 180° — <DIF.
Stad punkty A, I, D sg wspoélliniowe, a zatem punkt P lezy na prostej Al.
Prosta PF jest styczna do okregu opisanego na trojkacie DEF, a wiec <PFI=90°. Ponadto,
wczesniej uzasadnilismy, ze [ F = [ E, zatem () jest symetralna odcinka E'F'. Wobec tego
SFPI=90°— SPIF =90°— SAIF =90° — SAEF = JIQE = 4FQI.
Oznacza to, ze na czworokacie PF () réwniez mozna opisaé¢ okrag, co prowadzi do wniosku, ze
IPQI =180° — SPFI =90°.

Tym samym kazda z prostych PQ i EF jest prostopadia do prostej IQ, a zatem PQ || EF
i w konsekwencji prosta PQ) jest rownolegta do prostej BC'

4. Wyznacz wszystkie trojki liczb catkowitych (a,b,c) speliajace réownosci

a+b=c oraz a’+b>=c

Szkic rozungzania

Odpowiedz: Dany uktad réwnan spelniaja trojki (a,0,a) oraz (3(b—1)b,b,1b(b+1)), dla
dowolnych liczb catkowitych a, b.

Jesli b=0, to z pierwszego rownania wynika, ze a = c. Trdjka liczb (a,0,a) spelia réowniez
drugie réwnanie.

Jesli b0, to z réwnosci

V=c—a*=(c—a)(c+a)=blc+a)

wynika, ze b? =c+a=2a+b, czyli a=5(b—1)bic=1b(b+1). Dla kazdego b tak okreslone liczby sa
catkowite, gdyz liczby (b—1)b oraz b(b+1), jako iloczyny dwdch kolejnych liczb catkowitych, sa
parzyste. Bezposrednio sprawdzamy, ze trojka liczb (%(b—l)b, b, %b(b—l— 1)) spelia dane réwnosci
dla kazdego b#0 (dla b=0 uzyskujemy jedno z rozwigzan opisanych w poprzednim akapicie).

Uwaga
Wykorzystujac rozwiazanie zadania, mozna uzasadni¢ nastepujaca tozsamosé (czasem nazy-
wang tozsamoscig Nikomachosa):
P42+ +n*=(14+2+...+n)%
Rzeczywidcie, wiedzac, ze trojki (3(b—1)b,b, b(b+1)) sa rozwigzaniami danego uktadu réwnan
dla b=1,2,...,n, mozemy zapisac:




Dodajac stronami n réwnoéci z lewej kolumny, uzyskujemy

n(n+1)

— 5

a dodajac stronami n réwnosci z prawej kolumny, mamy
nn+1)\’

)

14+424+...+n=

13+23+...+n3:<

5. Dany jest dziewieciokat foremny A;AsAsA4A5AsA7AzAg 0 boku dhugosci 1. Przekatne
A3A7 1 Ay Ag przecinaja sie w punkcie P. Wyznacz dtugosé odcinka PA;.

Szkic rozungzania
OdpowiedZ: Odcinek PA; ma dtugosé v/3.

Niech @) bedzie punktem przeciecia przekatnych A; Ay oraz AsAg. Poniewaz dany dziewie-
ciokat jest foremny, wiec Ay Az || A1 Ay oraz A1 Ay || AsAg. Wobec tego A1 Az A3Q jest rombem
o boku 1 oraz

2
JA3QA = SAA Ay = 9 180° = 4QA; P,

przy czym ostatnie dwie réwnosci wynikaja z faktu, ze katy A4, Ay oraz $AgA3 A7, wpisane
w okrag opisany na danym dziewieciokacie, sa oparte na przystajacych tukach, z ktérych kazdy
ma dtugosé¢ réwna % dhugosci catego okregu.

Uzyskana réwnoéé $A3Q A4 = $QA3P w polaczeniu z réwnolegtoscia A4Ag || AzAg oznacza,
ze czworokat A3 A4PQ jest trapezem i ma oS symetrii (czyli jest rownoramienny) i w konse-
kwencji PQ) = A3A,=1. Ponadto

FPQA; = SPAsAy = $A7A3A, =607,

gdzie ostatnia réwno$é wynika z faktu, ze kat $A;AsA, jest wpisany w okrag opisany na danym
dziewieciokacie i oparty na tuku o dtugosci rownej é dhugosci catego okregu. Stad uzyskujemy
JPQA; =180° — SPQA, = 120°.

Poczynione obserwacje dowodzg, ze w trojkacie PQQA;, rownoramiennym o ramionach dtu-
gosci 1, kat miedzy ramionami ma miare 120°. Wobec tego podstawa PA; tego trojkata ma
dhugosé /3.




6. Wyznacz wszystkie liczby catkowite n > 4 o nastepujacej wlasnosci:

Kazde pole tabeli n x n mozna pomalowa¢ na biato albo na czarno w taki sposéb, aby
kazde pole tej tabeli miato ten sam kolor, co doktadnie dwa sasiadujace z nim pola. (Pola
sa sgsiaduggce, jesli maja dokladnie jeden wspdlny bok.)

Ile jest réznych kolorowan poél tabeli 6 x 6 spetniajacych powyzsze warunki?

Szkic rozungzania

Udowodnimy, ze warunki zadania spelniaja wszystkie liczby parzyste n > 4.

Przypusémy, ze pewne kolorowanie tabeli n x n spetnia warunki zadania. Wyré6znijmy srodki
wszystkich pol tej tabeli i kazdy z wyréznionych punktow pomalujmy na czerwono lub na
niebiesko w taki sposob, aby kolory punktow tworzyty szachownice, czyli tak, aby kazde dwa
sagsiadujace pola miaty Srodki réznych koloréw. Nastepnie kazda pare srodkow sgsiadujacych
pol tego samego koloru potaczmy odcinkiem.

7 warunkow zadania wynika, ze kazdy z wyréznionych punktéw jest koncem doktadnie dwdch
narysowanych odcinkéw. To oznacza, ze narysowane odcinki tworzg zbiér tamanych zamknie-
tych. Co wiecej, na kazdej z tych tamanych wystepuja naprzemiennie punkty czerwone i nie-
bieskie, co oznacza, ze kazda z tych tamanych ma parzysta liczbe wierzchotkéw. Faczna liczba
wierzchotkéw wszystkich tamanych, czyli liczba wyrdéznionych punktéw, réwna n?, jest wiec
parzysta. Stad wniosek, ze kazda liczba n spetlniajaca warunki zadania jest parzysta.

Aby uzasadnié¢, ze wszystkie liczby parzyste n>4 spetniaja warunki zadania, wystarczy wska-
za¢ przyktad odpowiedniego kolorowania pdl tabeli n xn dla kazdego takiego n. Odpowiednim
kolorowaniem jest na przykltad kolorowanie w szachownice, ktérej pola maja wymiary 2 x 2 (ry-
sunek po lewej stronie) albo kolorowanie brzegowych pél kwadratu n xn na czarno, brzegowych
pél wewnetrznego kwadratu (n—2) x (n—2) na bialo itd. (rysunek po prawej stronie).




Przystepujemy do wyznaczenia liczby kolorowan poél tabeli 6 x 6 zgodnych z warunkami zada-
nia. Rozwazmy trzy pola: na przecieciu pierwszego wiersza i pierwszej kolumny, na przecieciu
drugiego wiersza i drugiej kolumny oraz na przecigciu trzeciego wiersza i trzeciej kolumny:.
Okazuje sie, ze dla kazdego z osmiu mozliwych kolorowan tych trzech pél mozna jednoznacznie
odtworzy¢ kolory pozostatych poél tabeli przy zalozeniu, ze kolorowanie spetnia warunki zadania.
Na ponizszych rysunkach liczby umieszczone na polach odzwierciedlaja kolejno$¢ wnioskowania
o kolorach tych podl, tj. znajac kolory pdl o etykietach mniejszych od ¢ mozna jednoznacznie
wnioskowadé o kolorach pdl o etykietach rownych 7. To oznacza, ze szukana liczba kolorowan jest
rowna 8.
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