Matematyczna XIX Olimpiada Matematyczna Junioréw

-g H--H--H-C
g - = : "= : == :
!:.:! 0 Zawody stopnia pierwszego — czeS¢ testowa
f—'i::i::i'g‘ .
Ol-..%..%. (28 wrzesnia 2023 r.)

www.omj.edu.pl

Rozwigzania zadan testowych

1. Istnieja dwie liczby pierwsze, ktorych suma jest réwna

N| a)l7;

T | b) 18;

T| c¢) 19.
Komentarz

a) Liczba 17 jest nieparzysta, wigec kazde jej przedstawienie w postaci sumy dwéch
liczb catkowitych ma jeden sktadnik parzysty i jeden nieparzysty. Jedyna parzysta liczba
pierwsza jest 2, jednak 17—2=15 nie jest liczba pierwsza. Wynika z tego, ze przedstawienie
liczby 17 w postaci sumy dwoch liczb pierwszych nie istnieje.

b) 18=7+11

c) 19=2+417

2. Pewne dwie liczby caltkowite wigksze od 10 réznia sie o 10. Wynika, z tego, ze te

dwie liczby

T | a) maja takie same cyfry jednosci;

Z

b) maja cyfry dziesiatek rézniace sie o 1;

T | c) daja takie same reszty przy dzieleniu przez 2.

Komentarz

a) Dwie liczby rézniace sie o 10 daja takie same reszty przy dzieleniu przez 10, a cyfra
jednosci dodatniej liczby catkowitej réwna jest wiasdnie reszcie z dzielenia tej liczby przez 10.

c) Dwie liczby o parzystej réznicy sa albo obie parzyste, albo obie nieparzyste. To
oznacza, ze daja takie same reszty przy dzieleniu przez 2.

b) Liczby 90 oraz 100 réznia sie o 10, a ich cyfry dziesiatek réznia sie o 9.

3. Szesciokat ABCDEF jest foremny. Wynika z tego, ze

T | a) tréjkat ABC jest rownoramienny;

—

b) tréjkat ACE jest réwnoboczny;

T | c) trojkat ACF jest prostokatny.
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Komentarz

a) Skoro szesciokat ABCDEF jest foremny, to AB= BC.

c) Poniewaz kat wewnetrzny szesciokata foremnego ma miare 120°, wiec kazdy z katéw
przy podstawie AC' tréjkata rownoramiennego ABC ma miare %( 180°—120°)=30° (rys. 1).

Stad w szczegdlnosci wynika, ze

IFAC =4FAB—<4BAC =120° —30° =90°.

rys. 1 rys. 2

b) Kazde dwa z tréjkatéw ABC, CDE, EF A sa przystajace (cecha bok—kat—bok),
skad AC=CFE=FA (rys. 2), czyli tréjkat ACE jest réwnoboczny.

4. Dany jest okrag o promieniu 5. Istnieje cieciwa tego okregu, ktéra ma ditugosé

T | a)b;

T | b) 10;

N| ¢)15.
Komentarz

Niech O bedzie érodkiem danego okregu, a A, B, C' takimi punktami tego okregu, ze
JAOB = 60° oraz punkt O lezy na odcinku AC (rys. 3).

a) Tréjkat AOB jest réwnoramienny i kat pomiedzy jego ramionami ma miare 60°,
wiec tréjkat ten jest réwnoboczny. Stad AB=0A=5. Wobec tego cigciwa AB danego okregu

ma dlugosé 5.

rys. 3 rys. 4
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b) Srednica AC' danego okregu ma dtugosé OA+OC = 10.
¢) Rozwazmy dowolng cieciwe XY danego okregu (rys. 4). Z nieréwnosci trdjkata
zastosowanej do punktéw O, X, Y wynika, ze XY <OX +0Y =10. Kazda cieciwa danego

okregu ma zatem dlugos¢ nie wigksza od 10.

5. W wyniku zwiekszenia liczby 50 o 100% uzyskujemy te sama liczbe, co w wyniku

N | a) zwiekszenia liczby 100 o 50%;

Z

b) zmniejszenia liczby 150 o 50%;

T | c¢) zmniejszenia liczby 200 o 50%.

Komentarz
W wyniku zwigkszenia liczby 50 o 100%, czyli o liczbe 50, otrzymamy liczbe 100.

a) 1004+50%-100 = 150%- 100 = 150
b) 150 —50% - 150 = 50% - 150 = 75
¢) 200 —50%-200 =50%-200 =100

6. Istnieje trojkat ostrokatny o wszystkich trzech bokach catkowitej dlugosci i obwo-

dzie réwnym

T | a)3;

N| b)4;

T| ¢)5
Komentarz

a) Takim tréojkatem jest trojkat réwnoboczny o boku 1.

c¢) Tréjkat réwnoramienny o podstawie dlugosci 1 i ramieniu dlugosci 2 ma wszystkie
boki catkowitej dtugosci i obwod rowny 5. Trojkat ten jest ostrokatny — katy przy podstawie
sa ostre, a pozostaly kat mniejszy od kazdego z nich (gdyz ramie jest dluzsze od podstawy).

b) Liczba 4 posiada tylko jedno przedstawienie w postaci sumy trzech dodatnich liczb
catkowitych, mianowicie: 4 =1+ 1+ 2. Nie istnieje jednak tréjkat o bokach dtugosci 1, 1, 2,

gdyz liczba 2 nie jest mniejsza od sumy dwoch pozostatych.

7. Kostka do gry ma ksztalt szescianu, ktéry na kazdej Scianie ma inna liczbe oczek,
od 1 do 6. Jas rzucil trzema takimi kostkami, a Malgosia — czterema. Nastepnie

kazde z nich dodalo liczby wyrzuconych przez siebie oczek. Wynika z tego, ze

N | a) wynik uzyskany przez Malgosie jest wiekszy od wyniku uzyskanego przez Jasia;

b) réznica pomiedzy wynikiem Jasia i wynikiem Malgosi réwna jest co najwyzej 6;

Z

N | ¢) wyniki otrzymane przez Jasia i Malgosie sa rézne.
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Komentarz

a), ¢) Malgosia mogta wyrzucié¢ cztery jedynki, a Ja§ — trzy széstki. Wéwczas wynik
Malgosi, réwny 4, jest mniejszy od wyniku Jasia, réwnego 18. Co wiecej, roznica miedzy
tymi wynikami jest wieksza od 6.

b) Moglo sie zdarzyé, ze Malgosia wyrzucita cztery trojki, a Jas — trzy czworki.

Woéwezas kazde z nich uzyskatoby wynik 3-4 =12.

8. Liczby calkowite a, b spetniaja nieréwnosci a > 1 oraz b >9. Wynika z tego, ze

T| a)a+b>11;

T | b) ab>19;
N| ¢)b—a>8.
Komentarz

a), b) Skoro a>11b>9 oraz liczby a i b sa calkowite, to zachodza nieréwnosci a > 2
oraz b>10. Wobec tego a+b> 12> 11 oraz ab> 20 > 19.
c¢) Na przyklad liczby a=b=10 spelniaja nieréwnosci a > 1 oraz b>9, ale b—a=0<8.

9. Na bokach kwadratu o boku 1 wybrano trzy rézne punkty A, B, C. Wynika z tego,

ze co najmniej jeden z odcinkéw AB, BC, C'A ma dtugosé

N | a) nie wieksza od 1;

Z

b) nie mniejsza od 1;

N | ¢) rézna od 1.

Komentarz

a) Punkty A, B, C' mozna wybraé¢ w taki sposéb, ze kazdy bok tréjkata ABC ma dtu-
gos¢ wieksza od 1. Przyktadowo mozna za punkt A przyjacé jeden z wierzchotkéow kwadratu,
a punkty B i C wybra¢ na nieprzylegtych don bokach w taki sposoéb, aby odcinek BC miat
dlugosé wigksza od 1 (rys. 5).

b) Punkty A, B, C mozna wybra¢ w taki sposob, ze kazdy z odcinkéw AB, BC, CA
ma dlugos¢ mniejsza od 1 — na przyktad zaznaczajac wszystkie punkty na tym samym
boku, ale nie na jego koncach (rys. 6) lub na dwéch bokach o wspdlnym koncu w poblizu

tego konca (rys. 7).

B A B
C 1
B
A
rys. rys. 6 rys. 7 rys. 8
Olimpiada Matematyczna Junioréw jest finansowana @% 5‘°Wa’ZE’ZZE"iS Ministerstwo
ze $rodkow krajowych Ministerstwa Edukacji i Nauki V@V ?Aaaf"c‘zatygzﬁg; Edukacji i Nauki



c) Punkty A, B, C' mozna wybra¢ w taki sposéb, ze trojkat ABC jest réwnoboczny
o boku 1 (rys. 8). W tym celu wystarczy wybra¢ dowolny bok kwadratu, jego §rodek oznaczy¢
przez C, a odcinek AB wybraé¢ tak, aby byt réwnolegly do wybranego boku kwadratu
i odlegly oden o %\/3 (wysoko$¢ tréjkata réwnobocznego o boku 1).

10. Istniejg takie dwie naturalne liczby 19-cyfrowe, ktorych iloczyn jest liczba

T | a) 37-cyfrowsa;

H

b) 38-cyfrowa;

N | ¢) 39-cyfrowa.

Komentarz
a) Jezeli a=b=10'8, to iloczyn ab=103% jest liczbg 37-cyfrowa.
b) Jezeli a=2-10'® oraz b=>5-10'8, to iloczyn ab= 103" jest liczba 38-cyfrowa.

c¢) Przypus$émy, ze liczby naturalne a oraz b sa 19-cyfrowe. To oznacza, ze

1088 <a<10" oraz 108 <b< 10",

W konsekwencji
1036 < ab< 1038,

co oznacza, ze iloczyn ab ma co najmniej 37 cyfr i co najwyzej 38 cyfr. Nie moze zatem by¢
liczba 39-cyfrows.

11. W pola tablicy 3 x 3 wpisano liczby catkowite od 1 do 9, kazda doktadnie raz.

Wynika z tego, ze suma trzech liczb w pewnym wierszu jest

N | a) parzysta;

—

b) nieparzysta;

T | c¢) réwna co najmniej 15.

Komentarz
Zauwazmy, ze suma wszystkich liczb wpisanych w pola tablicy jest réwna 45.

a) Jesli liczby zostana wpisane na przyktad w sposéb przedstawiony na rysunku 9, to

w kazdym wierszu (a takze w kazdej kolumnie) suma wpisanych liczb bedzie nieparzysta

(réwna 15).

21914
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rys. 9
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b) Przypusémy, ze w kazdym z trzech wierszy sumy wpisanych liczb sa liczbami pa-
rzystymi. Wéwcezas suma tych trzech sum jest liczba parzysta. Z drugiej strony jest to suma
wszystkich liczb znajdujacych sie w tablicy, czyli 45 — liczba nieparzysta. Uzyskana sprzecz-
nos¢ oznacza, ze nie jest mozliwe, aby suma trzech liczb w kazdym wierszu byla parzysta.

¢) Przypusémy, ze w kazdym wierszu suma wpisanych liczb jest mniejsza od 15. Wéw-
czas suma tych trzech sum jest liczba mniejsza od 45. Z drugiej strony jest to suma wszyst-
kich liczb znajdujacych sie w tablicy, czyli doktadnie 45. Uzyskana sprzeczno$é¢ oznacza, ze

w pewnym wierszu suma trzech wpisanych liczb jest nie mniejsza od 15.

12. Liczba 72 + 7204721 jest podzielna przez

T | 19;

N | 20;

T | 21.
Komentarz

Zauwazmy, ze
704720 2 =79 70 7 71949 =710 (147 4+49) =719 .57 =719.3.19.

Liczba ta jest podzielna przez 19 oraz 3-7 =21, ale nie jest podzielna przez 20 (nie jest

nawet parzysta).

13. Przez NWD(z,y) oznaczamy najwiekszy wspélny dzielnik liczb x oraz y. Istnieja
dodatnie liczby caltkowite a, b, ¢ o tej wlasnosci, ze NWD(a,b) =2, NWD(b,c) =4

oraz

N| a) NWD(a,c)=3;
b) NWD(a,c) = 6;
N| ¢) NWD(a,c)=12.

—

Komentarz

a) Jesli NWD(a,b) =2, to liczba a jest parzysta. Jesli ponadto NWD(b,c) =4, to liczba
c réwniez jest parzysta. Stad wniosek, ze najwigkszy wspoélny dzielnik liczb a i ¢ jest liczba
parzysta, wiec rézng od 3.

c) Jesli NWD(b,c) =4, to liczba b jest podzielna przez 4. Gdyby ponadto zachodzita
réwnos¢ NWD(a,c) =12, to liczba a réwniez bylaby podzielna przez 4. Stad wniosek, ze
najwickszy wspoélny dzielnik liczb a i b dzieli si¢ przez 4 — jest on jednak rowny 2. Uzyskana
sprzeczno$é¢ oznacza, ze NWD(a,c) # 12.

b) Jesli a=6, b=4, c=12, to NWD(a,b) =2, NWD(b,c) =4 oraz NWD(a,c) =6.
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14. W czworokacie wypuklym ABC'D zachodza réwnosci AB=AC=2, CB=CD=1.
Wynika z tego, ze

T| a) BDL2;
b) IBAD < 60°;

H

N | ¢) pole czworokata ABCD jest nie wigksze od pola trojkata réwnobocznego o boku 2.

Komentarz

a) Z nieréwnodci tréjkata zastosowanej do tréjkata BC'D wynika, ze
BD<LCB+CD=1+1=2.

b) Rozwazmy okrag o srodku w punkcie C' i promieniu 1. Poprowadzmy z punktu A
odcinki AX i AY styczne do tego okregu. Poniewaz AC' =2, wiec kazdy z tréjkatéw prosto-
katnych ACX, ACY jest poléwka tréjkata réwnobocznego, a zatem 4X AY =60°. Pozostaje
zauwazy¢, ze kat BAD lezy wewnatrz kata X AY.

c) Zalézmy, ze AD =2, czyli czworokat ABC'D sklada sie z dwéch tréjkatéw réwno-
ramiennych o bokach 1, 2, 2. Na mocy twierdzenia Pitagorasa wysokos¢ takiego trojkata
opuszczona na podstawe ma dlugosé /22— (%)2 :% 15. W takim razie pole czworokata
ABCD jest réwne . . .

251 5VI5= V15,

Z kolei pole trojkata rownobocznego o boku 2 jest rowne %-22 V3=13= %\/ 12< %\/15.
15. W gronie siedmiu 0s6b kazdy ma co najmniej 3 znajomych posréd pozostalych

0s6b (przyjmujemy, ze jesli A jest znajomym B, to réwniez B jest znajomym A).

Wynika z tego, ze w tym gronie

T | a) pewna osoba ma co najmniej 4 znajomych posréd pozostatych oséb;

Z

b) pewne dwie osoby maja co najmniej 3 wspdlnych znajomych;

N | c¢) pewne trzy osoby znaja sie wzajemnie.

Komentarz

a) Przypuéémy, ze kazda osoba ma dokladnie 3 znajomych wsréd pozostatych. Jesli
zapytamy kazda osobe, ilu ma znajomych i dodamy uzyskane w odpowiedzi liczby, otrzyma-
my wiec 3-7=21. To jednak oznaczaloby, ze liczba znajomosci w catym siedmioosobowym
gronie jest réwna %21 =10,5 (gdyz o kazdej znajomosci powiedzialy nam dwie osoby), a to

nie jest liczba catkowita. To oznacza, ze pewna osoba ma co najmniej 4 znajomych.
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rys. 10 rys. 11

b) Jesli uklad znajomosci wyglada tak, jak zilustrowano na rysunku 10 (kropki odpo-
wiadaja osobom, a odcinki miedzy nimi — znajomo$ciom), to zadne dwie osoby nie maja
trzech wspoélnych znajomych, mimo ze kazda ma ich co najmniej 3.

c) Jedli uktad znajomosci wyglada tak, jak zilustrowano na rysunku 11, to zadne trzy

osoby nie znaja sie wzajemnie, mimo ze kazda ma co najmniej 3 znajomych.
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