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Rozwigzania zadan konkursowych

1. Do pewnej dodatniej liczby catkowitej n dopisano na konicu pewna cyfre, uzyskujac
w ten sposob liczbe 13 razy wieksza od liczby n. Wyznacz wszystkie liczby n o tej wlasnosci.

Rozwigzanie
Jezeli na koncu liczby n dopiszemy cyfre ¢, to otrzymamy liczbe 10n+c. Wobec tego
warunek zadania mozna zapisa¢ jako

10n+c=13n, czyli c=3n.

c
Jednak c jest cyfra, wiec ¢<9. W zwiazku z tym 3n <9, czyli n <3. Zatem liczba n moze
przyjmowac jedynie wartosci 1, 2 lub 3.
7 drugiej strony, dopisujac po prawej stronie kazdej z liczb 1, 2, 3 odpowiednio cyfry
3, 6, 9, uzyskujemy kolejno 13, 26, 39, a wiec liczby 13 razy wieksze od wyjsciowych.
Odpowiedz: Wszystkie liczby n o opisanej wlasnosci to 1, 2, 3.

2. Na bokach AB i BC tréjkata ABC' leza odpowiednio takie punkty P i @ (r6zne
od wierzchotkéw tréjkata), ze AC =CP = PQ=QB. Wiedzac, ze $ACB =104°, wyznacz
miary pozostalych katéw tréjkata ABC.

Rozwigzanie

Sposob 1

Przyjmijmy oznaczenie SABC =« (rys. 1). Poniewaz PQ = QB, wiec mamy réwniez
IBPQ=<4PBQ = «. Stad wniosek, ze

IPQC =180° —<PQB = <YBPQ+<PBQ = 2¢.
Skoro CP = PQ, to $PCQ = ¥PQC =2a. W konsekwencji
JAPC =180° — 4BPC = 4PCB+YPBC = 2a+a = 3.

Ponadto AC' = CP, wiec $PAC = JAPC = 3. Sumujac miary katéw w tréjkacie ABC,
uzyskujemy
180° = SACB+YBAC+ SABC =104° 4+ 3a +«,

skad 4a=76° i w konsekwencji « =19°. Wobec tego miary pozostatych katéw trojkata ABC
to SABC =a=19° oraz YBAC =3a=5T7°.

rys. 1
Odpowied?: Pozostale katy tréjkata ABC maja miary SABC =19° oraz YBAC =57°.
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Sposob 11

Oznaczmy szukane katy <BAC oraz YABC odpowiednio przez a oraz 3 (rys. 2).
W tréjkacie ABC' znamy miare kata przy wierzchotku C, w zwiazku z czym mozemy wy-
znaczy¢ sume miar katow przy jego pozostatych wierzchotkach:

a+3=180°—104° = 76°.

Z kolei z zaleznoéci AC' = PC oraz BQ = P(Q wynika, ze $CPA=q oraz $BPQ = 3. Wobec
tego LCPQ =180° — (a+ ) = 180° — 76° = 104°.

rys. 2

Znajac miare kata przy wierzchotku P w tréjkacie rownoramiennym C'QP, mozemy
wyznaczy¢ miare kata przy podstawie C'Q) tego tréjkata:

$PQC = £(180° — $CPQ) = 5(180° — 104°) = 38°.
Stad, rozpatrujac sume miar katéw w tréjkacie rownoramiennym PBQ), uzyskujemy
B=3(180°—4PQB)=14PQC =1-38°=19°.
Ostatecznie obliczamy miare brakujacego kata: o =76° — (3 ="76°—19° =57°.
Odpowied?: Pozostale katy tréjkata ABC maja miary SABC =19° oraz YBAC =57°.

3. Wyznacz wszystkie trojki (x,y, z) liczb rzeczywistych réznych od 0, dla ktérych
zy(z+y) =yz(y+z)=zx(2+x).
Rozwigzanie
Sposdb 1
Dodajac do kazdego z trzech réwnych wyrazen danych w tresci zadania liczbe zyz,
uzyskujemy réwnowazny warunek
ry(x+y+z2)=yz(r+y+2)=zx(r+y+2).

Poniewaz liczby x, y, z sa rozne od zera, wiec iloczyn xyz jest tez liczbg rézna od 0.
Wobec tego mozemy podzieli¢ przez xyz kazde z trzech uzyskanych wyrazen, otrzymujac

rownowazne zaleznosci
rty+z xTt+y+z xt+y+=z

z x Y

Jesli x+y+2=0, to powyzsze réwnosci oczywiscie sg spetnione, a wiec kazda tréjka
(x,y,z) niezerowych liczb o sumie réwnej 0 spelnia warunki zadania.
Jesli natomiast x+y+ 2 # 0, to wszystkie otrzymane wyrazenia mozna podzieli¢ przez
liczbe x+y—+ 2z, uzyskujac réwnowaznie
1 1 1 )
—=—=—, czyli z=z=y.
z x oy
Odpowiedz: Szukana wlasnos¢ maja jedynie takie trojki (x,y,z), w ktorych z+y+2=0
lub z=y==z2.
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Sposob 11
Poniewaz y # 0, wiec pierwsza z podanych w tresci zadania réwnoéci jest rownowazna
warunkowi z(z+y) = z(y+ z). Przeksztalcajac go réwnowaznie, uzyskujemy kolejno

2?22 tary—2y=0,
(z—2)(z+2)+(z—2)y=0,
(x—2)(xr+y+2)=0.
Przeksztalcajac analogicznie druga z podanych réwnosci, dostajemy jej rownowazna postac
(y—z)(x+y+2)=0.
Jesli x+y+2=0, to obie uzyskane réwnosci oczywiscie sa spelnione, a wiec kazda tréjka
(x,y,z) niezerowych liczb o sumie réwnej 0 spelnia warunki zadania.
Jesli natomiast x4y + 2z # 0, to obie strony kazdej z uzyskanych zaleznosci mozemy
podzieli¢ przez x+y+ 2. Dostajemy wtedy x —z=0 oraz y—xz =0, a wiecc z=y =2.

Odpowiedz: Szukana wlasnos¢ maja jedynie takie trojki (x,y,z), w ktorych z+y+2=0
lubz=y==z2.

Uwaga

Kazda trojka (z,y,z), dla ktérej © =y =z moze by¢ zapisana réwnowaznie w postaci
(t,t,t), gdzie t jest dowolna liczba rzeczywista. Do analogicznego zapisu tréjki (z,vy,z),
w ktorej z+y+ 2 =0 potrzebujemy dwoch parametréw s oraz t. W tym przypadku tréjke
(x,y,z) mozna przedstawi¢ réwnowaznie w postaci (s,t,—s—t), gdzie s i t sa dowolnymi
liczbami rzeczywistymi.

4. Dany jest prostokat ABCD. Punkty E i F leza odpowiednio na bokach BC' i CD,
przy czym SEAF =45° oraz BE = DF. Wykaz, ze pole trojkata AEF jest réwne sumie pol
trojkatéw ABE 1 ADF.

Rozwigzanie

Sposob 1

Przypusémy bez straty ogdlnosci, ze AB > AD. Oznaczmy przez P punkt symetryczny
do B wzgledem prostej AFE, a przez () punkt symetryczny do D wzgledem prostej AF
(rys. 2). Poniewaz

IPAE+YQAF = YBAE+JIDAF =90° — SJEAF = 90° — 45° = 45° = JEAF,

wiec punkty A, P, Q) leza na jednej prostej. Ponadto AQ=AD < AB= AP, a wiec punkt )
lezy na odcinku AP.

rys. 3
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Poniewaz YAPE =<JABE=90°=JADF =<JAQF, wiec odcinki PFE oraz QF sa réw-
nolegte. Wiemy takze, ze PE=BE=DF =QF, wobec czego czworokat K PF() jest réwno-
legtobokiem. W szczegdlnosci wynika z tego, ze pola trojkatow QFEF oraz QEP sa réwne.
Oznaczajac przez [F| pole figury F, uzyskujemy

[AEF]=[AQE]|+|[QEF|+[AQF]|=[AQFE]+|QEP])+[AQF]) = [APE]|+[AQF].
Do zakonczenia rozwiazania wystarczy zauwazy¢, ze [APE]=[ABE] oraz [AQF|=[ADF],
gdyz sa to pary tréjkatow przystajacych. W zwiazku z tym
[AEF])=[ABE]|+[ADF],
co nalezalo wykazac.

Uwaga

Powyzsze rozwiazanie przedstawia pewng ogolng metode postepowania w sytuacji, gdy
wewnatrz pewnego kata (tutaj BAD) znajduje sie kat dwa razy mniejszy od niego o tym sa-
mym wierzchotku (tutaj EAF'). Wiecej szczegbléw oraz przyktadéw zwiazanych z ta metoda
znajduje sie w artykule ,Zaginamy”, Kwadrat nr 23 (wrzesien 2019).

Sposob 11

Niech X bedzie takim punktem lezacym na pélprostej AB, poza odcinkiem AB, ze
BX = DA (rys. 4). Z réwnosci tej oraz z zaleznosci DF = BE i SADF =90° = 4XBE
wynika, ze tréjkaty ADF i1 X BE sa przystajace (cecha bok—kat-bok). W zwiazku z tym
AF =FEX oraz 4DAF =4BXE.

D F C

rys. 4

Oznaczmy przez P i (Q rzuty prostokatne odpowiednio punktéow F' i X na prostg AFE.
Wéwcezas
IXEQ=<9BAE+<BXE=<YBAE+<YDAF =90° —45° =45° = JF AP.
Ponadto AF=FE X, wobec czego trojkaty prostokatne X EQ) oraz F'AP sa przystajace (cecha
kat—bok—kat). Stad wynika, ze X@Q = F'P. Oznaczajac przez [F| pole figury F, uzyskujemy
AE-XQ AE-FP
2 2

[ABE]+[ADF) =[ABE]+|XBE] = [AXE] = —[AEF],

co nalezalo wykazac.

Sposob 111

Oznaczmy AB =a, AD =0 oraz przyjmijmy, bez straty ogdlnosci, ze a > b.

Niech P bedzie spodkiem wysokosci trojkata AEF poprowadzonej z wierzchotka F
(rys. 5). Poniewaz w tréjkacie prostokatnym AF P kat ostry jest réwny 45°, wiec jest to
trojkat rownoramienny. Oznaczmy zatem c¢= AP = F'P. Niech ponadto x = BE = DF oraz
d= PE.
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Rownosé, ktorej chcemy dowieéé przybiera postac %aac-i— %bx = %(c-l— d)c, czyli

ax+br=c*+cd.

rys.

Wykorzystujac twierdzenie Pitagorasa w trdjkacie prostokatnym ABE, otrzymujemy
AB? + BE? = AE?, a wiec

(1) a® + 1% = (c+d)*.

Z kolei korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla trojkatow prostokatnych ADF i APF,
uzyskujemy AD?+ DF? = AF? = AP? + FP?. Wobec tego

(2) b2+ a? =202

Wreszcie, twierdzenie Pitagorasa zastosowane dla trojkatéw prostokatnych PEF oraz CEF
prowadzi do wniosku, ze FP?2+ EP? = EF?=CF?+CE?, czyli

(3) F+d?=(a—z)*+(b—1)°.
Dodajac stronami zaleznosci (1), (2), (3), dostajemy
a® +b* 4+ +d* +22% = 3¢ +2cd + d* +a® +b* + 227 — 2ax — 2bx.

Po redukcji wyrazéw podobnych otrzymujemy ax + bx = c? + cd, a wiec réwnoéé, ktorej
chcielidsmy dowiesé. To konczy rozwiazanie zadania.

5. W turnieju wzieto udziat 8 zawodnikéw. Kazda para zawodnikéw rozegrata doktadnie
jeden mecz, ktory zakonczyt sie zwyciestwem jednego z nich lub remisem. Zwyciezca meczu
otrzymywatl 2 punkty, jego przeciwnik 0 punktéw, a w przypadku remisu obaj zawodnicy
uzyskiwali po 1 punkcie. Po rozegraniu wszystkich meczéw okazalo sie, ze kazdy zawodnik
miat te sama liczbe punktow. Jaka jest najmniejsza mozliwa liczba meczoéw, ktore zakonczyty
sie remisem? Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze w kazdym meczu zostaly przyznane tacznie 2 punkty, a taczna liczba
rozegranych meczow jest rowna %-8-7: 28. Stad wniosek, ze laczna liczba przyznanych
punktéw w calym turnieju jest réwna 2-28 =56. Skoro wiec kazdy zawodnik uzyskal te
sama liczbe punktow, to kazdy musial zdoby¢ ich dokladnie 56/8 =7.

Jesli mecz nie zakonczyl sie remisem, to kazdy z przeciwnikéw otrzymat parzysta liczbe
punktéw (0 lub 2). Jedli z kolei mecz zakonczyl sie remisem, to obaj zawodnicy uzyskali
po 1 punkcie, a wiec nieparzysta liczbe. Stad wniosek, ze kazdy zawodnik, ktéry zakonczyt
turniej z nieparzysta liczba punktéw, musiat zremisowaé co najmniej raz. Wobec tego, skoro
wszyscy zawodnicy uzyskali po 7 punktéw, to kazdy z nich rozegral co najmniej jeden
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mecz zakonczony remisem. Zawodnikéw jest 8, skad wynika, ze co najmniej cztery mecze
zakonczyly sie remisem.

rys. 6

Pozostaje sprawdzi¢, ze mozliwy jest uktad rozgrywek spetiajacych warunki zadania,
w ktorym doktadnie cztery mecze zakonczyly sie remisem. Przyktadowy rozklad wynikow
o tej wlasnosci jest zilustrowany powyzej (rys. 6), przy czym strzaltki prowadza od zwyciezcy
do przegranego w rozegranym miedzy nimi meczu, a przerywane odcinki oznaczajg mecze
zakonczone remisem. Innymi stowy, przyjmujemy, ze zawodnicy znajdujacy si¢ naprzeciwko
siebie zremisowali, a w pozostatych przypadkach A wygrat z B, jesli A znajduje sie po lewej
stronie od B. Przy takim rozktadzie wynikéw kazdy zawodnik zdobyt doktadnie 7 punktow
i doktadnie cztery mecze zakonczyly sie remisem.

Odpowiedz: Najmniejsza mozliwa liczba meczow zakonczonych remisem to 4.

6. Dane sa liczby naturalne a, b, ¢, ktére w zapisie dziesigtnym sa zapisane takimi
samymi cyframi (tzn. kazda cyfra liczby a wystepuje w jej zapisie dziesietnym tyle samo
razy co w zapisie kazdej z liczb b i ¢). Czy jest mozliwe, aby a+b+c= 1011 ? Odpowiedz
uzasadnij.

Rozwigzanie

Odpowiedz: Nie jest to mozliwe.

W rozwiagzaniu wykorzystamy (uogdlniona) ceche podzielnosci przez 3: kazZda liczba
naturalna daje te samgq reszte z dzielenia przez 3, co jej suma cyfr (uzasadnienie tej wasnosci
znajduje sie ponizej w uwadze).

Poniewaz liczby a, b, ¢ skltadaja sie w zapisie dziesietnym z tych samych cyfr, wiec
sumy cyfr tych liczb sg rowne. W szczegdlnosci wynika z tego, ze liczby a, b, ¢ daja te sama
reszte r z dzielenia przez 3. Zapiszmy zatem: a =3k+r, b=3l+r, c=3m+r, gdzie k, [,
m sa pewnymi liczbami catkowitymi. W zwiazku z tym a+b+c=3(k+1+m+r). Liczba
k+1+m+r jest calkowita, skad wniosek, ze liczba a+ b+ c jest podzielna przez 3.

Tymeczasem liczba 10'%°1 nie jest podzielna przez 3. UzyskaliSmy sprzecznodé, skad
wynika, ze odpowiedz na postawione w zadaniu pytanie jest negatywna.

Uwaga
Uzasadnimy, ze kazda liczba naturalna daje te samq reszte z dzielenia przez 3, co jej
suma cyfr. Istotnie, przyjmijmy, ze pewna m-cyfrowa liczba k zostala zapisana przy uzyciu
kolejno cyfr a,;m,,am—_1,...,a2,a1, czyli
k=100...0-a,,+100...0:a¢ppp—1 +...+100-a3+10-as+aq .

m—1 m—2

ng
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Z kolei suma cyfr liczby k jest réwna s=a,, +am_1+...+as+as+ai. Wobec tego réznica
liczby k i jej sumy cyfr s wynosi

k=5=99. .90 +...+99-a3+9-a=3-(33... 30 +...+33-a3+3-02).
m—1 m—1
Liczba w nawiasie po prawej stronie jest catkowita, skad wynika, ze réznica k— s jest po-
dzielna przez 3. W zwiazku z tym obie liczby k i s daja takie same reszty z dzielenia przez 3,
co konczy dowod.
W taki sam sposéb mozna uzasadnié¢ uogélniong ceche podzielnosci przez 9: kazda liczba
naturalna daje te samq reszte z dzielenia przez 9, co jej suma cyfr.

7. Dany jest graniastostup prosty, ktorego podstawa jest romb o boku dtugosci a i kacie
ostrym 60°. Graniastostup ten przecieto plaszczyzna, przecinajac jego krawedzie boczne
i uzyskujac w przekroju kwadrat. Wyznacz wszystkie mozliwe wartosci, jakie moze przyjac
dhugos¢ boku tego kwadratu.

Rozwigzanie
Rozwiazanie oparte jest na nastepujacej obserwacji:

Dany jest graniastostup prosty, ktérego podstawq jest romb ABCD o boku dlugosci a
(rys. 7). Graniastostup ten przecieto plaszczyzng, ktéra przecina krawedzie boczne wycho-
dzqce z wierzchotkéw A, B, C, D odpowiednio w punktach A', B, C', D'. Wéwczas jesli
A'B'C'D’ jest rombem, to AC || A’C" lub BD || B'D’.

Oznaczmy przez b dtugo$é boku rombu A’B’C’D’. Bez straty ogdlnosci, przyjmijmy,
ze sposréd odcinkéw AA’, BB', CC’', DD’ odcinek BB’ jest najkrétszy. Niech X 1Y
beda takimi punktami lezgcymi odpowiednio na odcinkach AA’ i CC’, ze AX =CY =BB’.
Poniewaz dany graniastostup jest prosty, wiec czworokaty ABB’X i CBB'’Y sa prostokatami
i w konsekwencji trojkaty AX B’ i C'Y B’ sa prostokatne. Korzystajac zatem z twierdzenia
Pitagorasa, uzyskujemy

AX=vVb2—a2 oraz C'Y =+vb%2—0a2.
Wobec tego A’X =C"Y, a wiec AA’=CC’. Wynika stad, ze przekatne A'C’" i AC sg réw-
nolegte. To konczy uzasadnienie powyzszej obserwacji.

Przystepujemy do rozwiazania zadania.

Przyjmijmy, ze podstawa graniastostupa jest romb ABCD o kacie 60° przy wierz-
chotku A. Niech A’B'C’'D’ bedzie kwadratem, ktérego wierzchotki A’, B, C', D’ leza od-
powiednio na krawedziach bocznych wychodzacych z wierzchotkéw A, B, C', D. 7 powyzszej
obserwacji wynika, ze AC'|| A’/C'" lub BD || B'D’.

Jesli BD || B'D', to

B'D'=BD=a<aV3=AC<A'C’.
W tym przypadku otrzymujemy sprzeczno$é: czworokat A'B'C’'D’, w ktérym przekatne
A'C" i B'D' sa réznych dhugosci nie moze byé kwadratem.

Jesli z kolei AC'|| A'C’, to A'C' = AC = a\/3. Dtugoéé boku kwadratu A’B'C'D’ jest
wtedy réwna av/3/v2 =av/6/2. Taki przekréj A'B'C’'D’ mozemy uzyskaé¢ w nastepujacy
sposéb.

Wybieramy punkty A’ i C’ na krawedziach bocznych graniastostupa w réwnej odleglosci

od wierzchotkéw A i C. Nastepnie przez srodek odcinka A’C’ prowadzimy prosta, ktéra
przecina krawedzie boczne wychodzace z wierzchotkéw B, D odpowiednio w punktach B’, D’
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i w taki sposéb, by dlugos$é odcinka B’ D’ byla réwna diugosci odcinka AC'. Jest to mozliwe,
poniewaz dtugosé odcinka AC' jest dtuzsza od odlegtosci krawedzi bocznych wychodzacych
z wierzcholtkéw B i D. W ten sposéb uzyskujemy romb A’ B’C’D’, w ktérym przekatne A'C’
i B'D’ sa rownej dlugodci, a wiec w konsekwencji kwadrat.

Odpowiedz
Jedyna mozliwg wartodcia, jaka moze przyjmowaé diugoéé boku kwadratu jest av/6/2.
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rys. 7 rys. 8

Uwaga

Obserwacja, ktorej dowiedliSmy w powyzszym rozwiazaniu wynika natychmiast takze
z nastepujacego ogodlniejszego stwierdzenia:

Podstawq graniastostupa prostego jest czworokqt wypukly ABCD, ktorego przekgtne
sq prostopadle. Graniastostup ten przecieto plaszczyzng, ktora przecina krawedzie boczne
wychodzqce z wierzcholkéw A, B, C, D odpowiednio w punktach A’, B', C', D'. Wéwczas
jesli przekgtne czworokgta A'B'C'D’ sq prostopadle, to AC' || A’C" lub BD || B'D’.

Dowdéd tego stwierdzenia jest nieco bardziej skomplikowany niz dowéd w przypadku,
gdy ABCD oraz A’B'C’'D’ sa rombami. Mozna go przeprowadzi¢ w nastepujacy sposob.

Niech E bedzie punktem przeciecia przekatnych AC i BD czworokata ABCD (rys. 9).
Poniewaz AC 1 BD, wiec korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, uzyskujemy

AB%?+CD?=(AE?+ BE*)+ (CE?*+ DE?) = (BE?+CE*) +(DE*+ AE*) = BC* + DA%,
Analogicznie, przekatne A’C’ i B’D’ czworokata A’ B'C’'D’ sg prostopadle, a zatem
(1) (A'B)2+(C'D')?=(B'C')?+(D'A")?.
Oznaczmy: AB=a, BC=b, CD=c, DA=d, a ponadto AA'=z, BB'=y, CC'=z, DD’ =t.
Wéwezas, wykorzystujac ponownie twierdzenie Pitagorasa, dostajemy
(A'B")?=a’+(z—y)*, (B'C)=0"+(y—2),
(C'D) =+ (z—t)*, (DA =d*+(t—x)*.
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rys. 9

Wstawiajac powyzsze wyrazenia do réwnosci (1), uzyskujemy
A+l (x—y)?+ (2=t =02+ + (y—2)° + (t—2)2.
Poniewaz a?+ c? = b? +d?, wiec powyzsza zaleznosé jest réwnowazna réwnosci
(z—y)?+(z=t)°=(y—2)* +(t—2)*.
Przeksztalcajac ja réwnowaznie, otrzymujemy kolejno
22 —2xy+y?+ 22 — 22t + 12 =y% —2yz+ 22 +t% — 2w+ 22,
ry—yz+zt—tx=0,
y(x—z)—t(x—2)=0,
(z—2)(y—t) =0.

Stad wynika, ze =z lub y=t. Pierwsza z tych zaleznosci oznacza, ze AC' || A’C’, natomiast
druga jest réwnowazna warunkowi BD || B'D’. To konczy dowdd powyzszego stwierdzenia.
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