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Wstep

Obéz Naukowy Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow odbyt sie po
raz pierwszy w 2011 r. Zakwalifikowano na niego 20 najlepszych laureatéw
VI edycji OMG (2010/2011) z mlodszych klas gimnazjum. Uczestnicy Obozu
rywalizowali ze sobg w codziennych zawodach indywidualnych, rozegrali mecz
matematyczny (regulamin meczu znajduje sie na koncu niniejszej broszury),
a takze mieli okazje wystuchaé wielu odczytéw o tematyce olimpijskiej.

Od 2012 roku Komitet Gtéwny OMG organizuje dwa Obozy Naukowe.
Pierwszy z nich (poziom OM) przeznaczony jest dla laureatéw OMG z klas
trzecich gimnazjum, ktorzy koncza swoje zmagania z OMG, a rozpoczynaja
z OM, czyli Olimpiada Matematyczna na poziomie ponadgimnazjalnym. Drugi
Oboz (poziom OMG) przeznaczony jest dla mlodszych gimnazjalistéw. Kazdy
z Obozow trwa tydzien, a kwalifikacja przeprowadzana jest na podstawie wy-
nikéw uzyskanych na finale OMG.

Niniejszy zeszyt zawiera wszystkie zadania (wraz z rozwiazaniami) z Obo-
zu na poziomie OM, ktéry odbyt sie w dniach od 24 do 30 maja 2015 roku
w miejscowosci Szezyrk (woj. Slaskie), w osrodku Gronik. Wzieto w nim udzial
nastepujacych 20 uczniéw wytonionych na podstawie wynikéw uzyskanych na
zawodach trzeciego stopnia X edycji OMG (2014/2015):

Hubert Budzynski, Aleksandra Cynk, Lukasz Czyz, Jadwiga Czyzewska, Szy-
mon Doradzinski, Jan Dziuba, Filip Gawron, Konstanty Jelenski, Lukasz Ka-
minski, Rafal Kilar, Natalia Kucharczuk, Maksymilian Kulicki, Weronika Lo-
renczyk, Maciej Maruszczak, Pawel Pawlik, Adam Prystupiuk, Pawel Rosto-
niec, Stanistaw Strzelecki, Kinga Sztonyk oraz Adam Tluczkiewicz.

Kadre Obozu stanowili:

Jerzy Bednarczuk, Sylwester Blaszczuk, Lukasz Bozyk, Tomasz Ciesla, Walde-
mar Pompe, Tomasz Szymczyk oraz Jarostaw Wroblewski.

Mamy nadzieje, ze publikacja zadan z Obozu wraz z pelnymi rozwiaza-
niami pozwoli wiekszej liczbie uczniow zapoznaé sie z nimi i bedzie stanowié
cenny material w przygotowaniach do Olimpiady.

Komitet Glowny Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow



Zestawienie ocen z zawodow indywidualnych

Zad:| P55 | a5 a2 | na 0
1. 6 12 0 2
2. 2 0 1 17
3. 11 0 7 2
4. 8 6 1 )
5. 2 1 8 9
6. 5 0 0 15
7. 2 0 0 18
8. 11 3 1 5
9. 12 4 2 2
10. 1 0 3 16
11. 3 2 2 13
12. 1 1 1 17
13. 3 1 0 16
14. 6 1 2 11
15. 2 0 0 18
16. 0 1 0 19
17. 12 0 0 8
18. 13 0 0 7
19. 7 0 0 13
20. 1 0 0 19




Tresci zadan
Pierwsze zawody indywidualne

1. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym $ACB = 120°. Dwusieczna kata
AC B przecina prostg przechodzaca przez punkt A i réwnolegla do boku BC
w punkcie P, a prosta przechodzaca przez punkt B i réwnolegta do boku AC
w punkcie Q). Wykaz, ze AQ = BP.

2. Wyznacz wszystkie dodatnie liczby catkowite m o nastepujacej wla-
snosci: Dla kazdej liczby catkowitej n spelniajacej warunek

n?=1 (mod m)

zachodzi
n==+1 (mod m).

3. Wyznacz wszystkie liczby catkowite n>1 o nastepujacej wtasnosci: Dla
dowolnych liczb catkowitych a, b, ¢, d o iloczynie abed podzielnym przez n?,

co najmniej jedna z liczb a, b, ¢, d jest podzielna przez n.

4. Pigciokat ABC DFE jest wpisany w okrag, przy czym AB= BC'. Odcinki
AD i BFE przecinajg sie w punkcie P, a odcinki BD i CE przecinaja sie
w punkcie Q. Udowodnij, ze proste AC' i PQ sa réwnolegle.

5. Wyznacz wszystkie takie liczby rzeczywiste C, ze dla dowolnych liczb
rzeczywistych x, y, z zachodzi nieréwnosé

C(zy+yz+zx) <2’ +y° 422

6. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 2 oraz dowolnych
dodatnich liczb rzeczywistych x <y zachodzg nieréwnosci
—x)- 1 —x)- n T

X

7. Rozstrzygnij, czy istnieje wieloScian wypukty, w ktorego kazdym wierz-
chotku schodzi sie¢ parzysta liczba krawedzi i ktéry posiada przekrdj ptasz-
czyzna nieprzechodzaca przez wierzcholtki, bedacy wielokatem o nieparzystej
liczbie bokdéw.

8. Kwadrat o wymiarach 100 x 100 podzielono na 10 000 kwadratow jed-
nostkowych, a nastepnie w kazdym z czterech narozy usunieto kwadrat jed-
nostkowy. Z tak powstalej figury o 9996 kwadratowych polach wycinamy pro-
stokaty o wymiarach 1 x 3, tnac tylko po liniach dotychczasowego podziatu
tak, aby kazdy prostokat sktadatl sie z trzech pol. Wyznacz najwicksza liczbe
prostokatéw, jakie mozna wycia¢ w ten sposéb.
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Drugie zawody indywidualne

9. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 liczba 12" — 25 jest
zlozona.

10. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, w ktérym AC' < BC'. Punkt M jest
srodkiem tego tuku AB okregu opisanego na tréjkacie ABC, do ktorego nalezy
punkt C, a punkt O jest érodkiem tego okregu. Okrag opisany na trdjkacie
CMO przecina odcinki AC' i BC odpowiednio w punktach K i L réznych
od C. Punkty P i ) sa rzutami odpowiednio punktéw K i L na prosta AB.
Wykaz, ze AB=2PQ.

11. Rozstrzygnij, czy istnieja dodatnie liczby catkowite k, m, n spelnia-
jace rOWnNosé

24+VBH)F-(3+VE)™ = (1+V5)".

12. Dodatnie liczby niewymierne « i § spetniajg réwnosé

1 1
—=_+1.
o ﬂ+

Zdefiniujmy a,, = [n-a] oraz b, =[n-f] dla n=1,2,3,... Udowodnij, ze kazda
nieujemna liczba calkowita wystepuje w ciagu (a,) o jeden raz wiecej niz
w ciagu (by,).

Uwaga: [z] oznacza najwieksza liczbe calkowita nie wieksza od x.
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Trzecie zawody indywidualne

13. Okregi 01 i 02 przecinaja sie w punktach A i B. Styczna w punk-
cie A do okregu oy przecina okrag o, w punkcie D, a styczna w punkcie A
do okregu o5 przecina okrag o; w punkcie E, przy czym punkty D i E sa rézne
od A oraz kat DAFE jest ostry. Styczne do okregu opisanego na tréjkacie ADE
w punktach D i F przecinaja sie w punkcie C. Wykaz, ze punkty A, B, C leza
na jednej prostej.

14. Dodatnie liczby rzeczywiste a1, as, ..., a, spelniaja rownosé
ay+as+...+a, =n.

Udowodnij, ze

11 11 11 11 11
a a a Qa a

1 2 3 n—1
D i aon i LT T ey el
Gy Qs Ay a, aq

15. Udowodnij, ze istnieje 100 kolejnych liczb naturalnych takich, ze kazda
ma dzielnik pierwszy mniejszy od 60.

16. Punkt D nalezy do boku BC tréjkata rownobocznego ABC, przy

czym liczba
BD

CD
jest wymierna. Z wierzchotka A w kierunku punktu D wypuszczono wiagzke
lasera, ktora odbijala sie od bokéw trojkata zgodnie z zasada: kat padania
jest réwny katowi odbicia. Udowodnij, ze po pewnej nieparzystej liczbie od-
bi¢ wiazka trafita do jednego z wierzchotkow tréjkata ABC i wyznacz ten
wierzchotek w zaleznosci od a.

a
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Czwarte zawody indywidualne

17. Kazde dwa wierzchotki 13-kata foremnego potaczono odcinkiem czer-
wonym, zielonym lub niebieskim. Czy stad wynika, ze pewne trzy wierzchotki
danego wielokata wyznaczaja trojkat o bokach tego samego koloru? Odpowiedz
uzasadnij.

18. Kazde dwa wierzchotki 17-kata foremnego potaczono odcinkiem czer-
wonym, zielonym lub niebieskim. Czy stad wynika, ze pewne trzy wierzchotki
danego wielokata wyznaczaja trojkat o bokach tego samego koloru? Odpowiedz
uzasadnij.

19. Dany jest pieciokat wypukly ABCDE o wszystkich bokach réwnej
dtugoéci, w ktorym SABC +<CDE =180°. Odcinki AD i BE przecinaja sie
w punkcie P. Udowodnij, ze odcinek C' P ma te sama dtugo$é, co kazdy z bokdw
pieciokata ABCDE.

20. Dany jest ciag (a,) okreslony wzorami
a1 =as=1, an+1:an+a[£] dla n=2,3,4,...
2

Udowodnij, ze w ciagu (a,) wystepuje nieskonczenie wiele liczb podzielnych
przez 7.

Uwaga: [x] oznacza najwieksza liczbe catkowita nie wigksza od z.
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Mecz matematyczny

21. Dana jest liczba naturalna n oraz liczby rzeczywiste x1, 2, ..., Tp.
Udowodnij, ze S3-S5 < S2-Ss, gdzie Sy =2k + a5 +25+.. . +ak.

22. Dany jest okrag w o srodku w punkcie O oraz punkt A lezacy na
zewnatrz tego okregu. Z punktu A poprowadzono proste styczne do okregu w
w punktach K i L. Punkt M jest srodkiem odcinka K L. Okrag o przechodzi
przez punkty O i M oraz przecina okrag w w réznych punktach B i C'. Wykaz,
ze punkty A, B, C leza na jednej proste;j.

23. W szedcianie o krawedzi 7 umieszczono 6 szeScianéow o krawedzi 1
(niekoniecznie rozlacznych). Udowodnij, ze w duzym szeScianie mozna umie-
$ci¢ kule o promieniu 1 roztaczna ze wszystkimi szeScioma malymi szeScianami.
Uwaga: Przyjmujemy, ze szeScian i kula zawieraja punkty lezace na ich brzegu.

24. Kazde dwa wierzchotki 1001-kata foremnego potaczono odcinkiem
czerwonym, zielonym lub niebieskim. Udowodnij, ze mozna tak wybraé¢ 11
wierzcholtkéow tego 1001-kata, aby wyznaczony przez nie 11-kat wypukly miat
co najmniej 10 bokéw tego samego koloru.

25. Dany jest tréjkat réwnoboczny ABC, ktérego srodkiem ciezkosci jest
punkt S. Prosta [ przechodzi przez punkt S i przecina odcinki AC' i BC
odpowiednio w punktach K i L. Punkt P spelnia warunki AL = PL oraz
BK=PK. Udowodnij, ze odlegtos¢ punktu P od prostej [ nie zalezy od wyboru
prostej [ i punktu P.

26. Liczby rzeczywiste a, b, ¢, d, e spetniajg réwnoéci
a=22-1, b=2a>—1, c=20>-1,
c=4e>—3e, d=4c—3¢c, e=4d>—3d.

Czy stad wynika, ze a=b=c=d=e=17

27. Udowodnij, ze dla kazdej liczby pierwszej p istnieje taka liczba natu-
ralna n > 2, ze

n

n" =16 (mod p).
Uwaga: Potegowanie wykonujemy od géry, tzn. a®* = a®.

28. Dany jest réznoboczny tréjkat ostrokatny ABC wpisany w okrag o.
Proste zawierajace srodkowe AD, BE, C'F tego trojkata przecinaja okrag o
odpowiednio w punktach K, L, M réznych od A, B, C. Prosta przechodzaca
przez A i réwnolegta do BC' przecina okrag o w punkcie P. Analogicznie dla
punktéow B i C' definiujemy odpowiednio punkty @) i R. Wykaz, ze proste K P,
LQ, MR przecinaja si¢ w jednym punkcie.
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29. Rozstrzygnij, czy réwnanie
a®+ax’ +a’ +... +ais =62-ags
ma rozwiazanie w dodatnich liczbach catkowitych a1, ao, ..., ag2.
30. Rozstrzygnij, czy rownanie
a® b8 4 19 @120 4 o121 — f8
ma rozwigzanie w dodatnich liczbach catkowitych a, b, ¢, d, e, f spelniajacych
warunek NWD(a,b,¢,d, e, f)=1.

31. W szesciokacie wypuklym ABCDEF punkty K, L, M, N, O, P sa
srodkami odpowiednio przekatnych AC, BD, CE, DF, EA, FB. Wyznacz
stosunek pola szesciokata K LM NOP do pola szeéciokata ABCDEF.



Rozwigzania zadan
Pierwsze zawody indywidualne

Zadanie 1. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym SACB = 120°. Dwusieczna kata
AC B przecina prostg przechodzaca przez punkt A i réwnolegla do
boku BC' w punkcie P, a prostg przechodzaca przez punkt B i réw-
nolegla do boku AC w punkcie Q. Wykaz, ze AQ = BP.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze SAPC = 4PCB = JACP =60°. Wynika stad, ze tréjkat

APC jest rébwnoboczny. Podobnie uzasadniamy, ze tréjkat BCQ jest rowno-

boczny. Wobec tego AC = AP, CQ =CB, a ponadto $ACQ =60° = <PCB.

Stad wniosek, ze trojkaty ACQ i PCB sa przystajace (cecha bok—kat—bok),

a zatem AQ = BP.

C

<>

q

Q
rys. 1

Zadanie 2. Wyznacz wszystkie dodatnie liczby catkowite m o nastepujacej wia-
snosci: Dla kazde]j liczby catkowitej n spelniajacej warunek
2 _
n” =1 (mod m)

zachodzi
n==1 (mod m).

Rozwigzanie
Przypusémy, ze m ma dwa rézne nieparzyste dzielniki pierwsze p i q, czyli
m=p®¢Pk, gdzie a, 3> 1, a liczba k jest wzglednie pierwsza z p oraz z .
Na mocy chinskiego twierdzenia o resztach istnieje rozwiazanie ukladu
kongruencji
n=1 (mod p%),
n=-1 (mod ¢°k).
Przy tak dobranym n zachodza zwiazki
n?= (mod p%),
n’=1 (mod ¢°k),

co oznacza, ze n> =1 (mod m), ale nie jest prawda, ze n==41 (mod m).
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2=1 (mod m) jest réwnowazna podzielnosci

Zauwazmy, ze zaleznosé¢ n
m|(n—1)(n+1).

Rozpatrzmy przypadek m = p®, gdzie p jest nieparzysta liczba pierwsza.
Poniewaz liczby n—1 i n+1 nie maja wspolnych dzielnikoéw wiekszych od 2,
wiec jesli p®|(n—1)(n+1), to zachodzi jedna z podzielnosci p®|(n—1) lub
p®|(n+1), czyli warunek zadania jest spelniony.

7 kolei w przypadku m = 2p® albo obie liczby n—1 i n+41 sa podzielne
przez 2, albo zadna z nich. Y.aczac to z powyzsza obserwacja otrzymujemy, ze
podzielnosé 2p*|(n—1)(n+1) pociaga za soba jedna podzielnosci 2p®|(n—1)
lub 2p®|(n+1), czyli liczby m = 2p® réwniez spelniaja zadany warunek.

Jedli m = 2tp®, gdzie t > 2, to liczba n=m/2+1=2"1p™ +1 speknia
warunek n2 =1 (mod m), ale n# £1 (mod m).

Podobnie, w przypadku m = 2!, gdzie t > 3, kontrprzyklad stanowi liczba
n=m/2+1=2"1+1. Bezposrednio sprawdzamy, ze w pozostalych przypad-
kach, czyli dla m=1, m =2 oraz m =4, teza zadania zachodzi.

Podsumowujac, warunki zadania spelniajg liczby m postaci p® oraz 2p,
gdzie p jest nieparzysta liczba pierwsza, a takze liczby 1, 2 oraz 4.

Zadanie 3. Wyznacz wszystkie liczby catkowite n > 1 o nastepujacej wlasnosci:
Dla dowolnych liczb catkowitych a, b, ¢, d o iloczynie abcd podziel-
nym przez n°, co najmniej jedna z liczb a, b, ¢, d jest podzielna
przez n.

Rozwigzanie

Niech p bedzie dowolnym dzielnikiem pierwszym liczby n, wchodzgcym
do jej rozktadu na czynniki pierwsze z wykladnikiem o> 1, to znaczy n=p*-q,
gdzie ¢ > 1 jest pewna liczba naturalng wzglednie pierwsza z p.

Jezeli ¢ > 1, to liczba p3® nie jest podzielna przez ¢, wiec dla czwoérki
(a,b,c,d) = (p*>*,¢3,1,1) zachodzi podzielnoéé¢ n3|abced, ale n nie dzieli zadnej
z liczb a, b, ¢, d. Stad wynika, ze aby liczba n mogta mieé¢ postulowang wta-
snos¢, musi zachodzi¢ réwnosé ¢ =1, czyli n=p~.

Jezeli a >4, to (a,b,c,d) = (p*~1,p>~1,p*~ 1 p3) jest czwérka liczb, dla
ktérej nd =p3® jest dzielnikiem liczby abed = p3®, ale zadna z liczb a, b, ¢, d
nie jest podzielna przez n.

Pozostaje sprawdzi¢, ze liczby postaci n=p®, gdzie 1 < a <3, spelniaja
warunki zadania. Chcemy wiec wykazac, ze jezeli liczba abed jest podzielna
przez n® = p3*, to co najmniej jedna z liczb a, b, ¢, d jest podzielna przez p®.
Rzeczywiscie, gdyby liczba p wchodzita do rozktadu na czynniki pierwsze kaz-
dej z tych czterech liczb z wyktadnikiem co najwyzej aa—1, to do iloczynu abed
wchodzilaby z wyktadnikiem nie wiekszym od 4-(a—1)=3a—1+a—3<3a—1.
Woéwezas jednak iloczyn abed nie bylby podzielny przez n? = p3®.

Podsumowujac, warunki zadania spetniaja liczby pierwsze, kwadraty liczb
pierwszych, szeSciany liczb pierwszych oraz liczba 1.
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Zadanie 4. Pieciokat ABCDE jest wpisany w okrag, przy czym AB= BC. Od-
cinki AD i BE przecinaja si¢ w punkcie P, a odcinki BD i CE
przecinaja sie¢ w punkcie Q. Udowodnij, ze proste AC i PQ sg réw-
nolegte.

Rozwigzanie

Z réwnosci cieciw AB = BC okregu opisanego na danym pieciokacie wy-
nika réwnos¢ YPEQ = <PDQ katéw wpisanych w ten okrag (rys. 2). Punkty

D i F lezg po tej samej stronie prostej P(Q), wiec z ostatniej réwnosci wynika,

ze punkty P, Q, D, E leza na jednym okregu. Zatem YPQE =<PDE. Z dru-

giej strony YADE = JACE. Stad wniosek, ze YPQE = JACE, a to oznacza,
ze proste AC' i PQ) sa rownolegte.

rys. 2

Zadanie 5.  Wyznacz wszystkie takie liczby rzeczywiste C, ze dla dowolnych liczb
rzeczywistych x, y, z zachodzi nier6wno$é
C(ry+yz+zz) <z’ +y° +2° (1)

Rozwigzanie

Podstawiajac do (1) liczby z =y =z =1, uzyskujemy ograniczenie C' < 1,
a podstawiajac do tej nieréwnoéci x=1, y=0, z=—1, otrzymujemy oszacowanie
—C<2,czyli C>-2.

Udowodnimy, ze dla liczb C € [-2,1] zachodzi nieréwnosé (1).

Nieréwnosé (1) ze stala C'= —2 jest rébwnowazna prawdziwej nieréwnosci
(x+y+2)2>0. Z kolei nieréwnoéé (1) ze stalag C=1 jest réwnowazna nieréwno-
Sci (z—y)%+(y—2)?+ (2 —x)% >0, ktéra réwniez jest spetniona dla dowolnych
liczb rzeczywistych x, y, z.

Spelnione sa wiec dwie nieréwnosci

(xy+yz+zr) <az®+y? +2%
{—2 <z? 49?422
Ustalmy « € [0, 1]. Korzystajac z powyzszych nieréwnosci, uzyskujemy
a(zy+yz+zz) <alz®+y*+2%),
{ —2(1—a) (zy+yz+z2) < (1—a)(z* +y* +27).

(xy+yz+2zx)
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Dodajac stronami nieréwnoéci tego uktadu, otrzymujemy nieréwnosé
(B3a—2) (vy+yz+zx) <z +y? + 2%,
ktora dla kazdego a €10, 1] jest prawdziwa dla dowolnych liczb rzeczywistych x,

y, z. Dla tak dobranych a wyrazenie C' =3a —2 przyjmuje wszystkie wartosci
z przedzialu [—2,1], wiec dowdd jest zakonczony.

Zadanie 6. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 2 oraz dowolnych
dodatnich liczb rzeczywistych x <y zachodza nieréwnosci
—x)- 1 — .
R S VRt /)
ny ne

Rozwiazanie

Zapisujac nieréwno$¢ miedzy $rednia arytmetyczng i geometryczng dla
liczb

17]-5' 71577
)
n—1
otrzymujemy
p n—l—i—g
T
Y- —. 1
< M

Roéwnosé w nieréwnosei (1) zachodzi tylko dla z =y. Postawiony w tresci za-
dania warunek y >z oznacza wiec, ze nieréwnosé (1) jest ostra. Po przeksztal-
ceniach otrzymujemy kolejno

n—l—f—g
’I’L7< x’
] n
l_i ]__ng7
n ny Y
V=% 12,
ny Yy

Aby udowodnié nieréwnosé

Vo i< WDV

nx
zapiszmy nieréwno$¢ miedzy érednia arytmetyczng i geometryczng dla liczb
1,1,....1,Y

————

T
n—1
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i podobnie jak wczesniej zauwazmy, ze nieréwnosé jest ostra:

n71+g
T\‘/g<$.
x n

Wobec tego, wykonujac analogiczne przeksztatcenia, uzyskujemy

y\L/g_Ky—w’ %_%Jy—w)%"

nx nx

Zadanie 7. Rozstrzygnij, czy istnieje wieloécian wypukly, w ktérego kazdym
wierzchotku schodzi sie parzysta liczba krawedzi i ktory posiada
przekrdj ptaszczyzna nieprzechodzacy przez wierzchotki, bedacy wie-
lokatem o nieparzystej liczbie bokoéw.

Rozwigzanie

Sposob 1

Zacznijmy od spostrzezenia, ze w dowolnym wieloScianie wypuklym liczba
wierzcholtkéw, w ktérych schodzi sig¢ nieparzysta liczba krawedzi jest parzysta.

Przypu$émy, ze istnieje wieloScian V' o wlasnosciach opisanych w tresci
zadania. Rozwazmy przekrdj tego wielodcianu bedacy (2n+1)-katem i jedna
z dwoéch bryt otrzymanych w wyniku rozcigcia wyjéciowego wieloscianu ptasz-
czyzng przekroju nazwijmy W.

Zauwazmy, ze w kazdym z tych wierzchotkéw wieloScianu W, ktore sa
takze wierzchotkami wielodcianu V', schodzi si¢ parzysta liczba krawedzi. Na-
tomiast w kazdym z 2n+ 1 nowych wierzchotkow schodza sie doktadnie trzy
krawedzie: dwie bedace bokami wielokata otrzymanego w przekroju i jedna
bedaca fragmentem pewnej krawedzi wieloScianu V.

Uzyskana sprzeczno$é¢ dla V' oznacza, ze nie istnieje wielodcian spetniajacy
warunki zadania.

Sposob 11

Zauwazmy, ze $ciany wielo$cianu, w ktérego kazdym wierzchotku schodzi
sie parzysta liczba krawedzi, mozna pomalowaé dwoma kolorami, powiedzmy
czerwonym i niebieskim, w taki sposéb, aby kazde dwie $ciany majace wspélna
krawedz byly réznego koloru. Wobec tego kazdy przekrdj ptaszcezyzng nieprze-
chodzaca przez wierzchotki jest wielokatem, ktérego boki pochodzg na zmianeg
ze $cian czerwonych i niebieskich, a wiec wielokatem o parzystej liczbie bokow.

Zadanie 8. Kwadrat o wymiarach 100 x 100 podzielono na 10000 kwadratéw
jednostkowych, a nastepnie w kazdym z czterech narozy usunieto
kwadrat jednostkowy. Z tak powstatej figury o 9996 kwadratowych
polach wycinamy prostokaty o wymiarach 1 x 3, tnac tylko po li-
niach dotychczasowego podziatu tak, aby kazdy prostokat sktadat sie
z trzech pol. Wyznacz najwieksza liczbe prostokatéw, jakie mozna
wycigé w ten sposéb.
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Rozwigzanie

Pokolorujmy pola danej figury analogicznie do pokazanego na rysunku 3
kolorowania kwadratu 10 x 10 z usunietymi naroznymi kwadratami jednostko-
wymi. Pél pokolorowanych jest wéwczas 3330.

rys. 3 rys. 4

Zauwazmy, ze kazdy prostokat o wymiarach 1 x 3, ktéry mozna wyciaé
zgodnie z warunkami zadania, zawiera doktadnie jedno kolorowe pole. Stad
wniosek, ze najwigksza liczba prostokatow, jakie mozna wyciaé¢, nie przekracza
liczby kolorowych pdl, czyli 3330.

Pozostaje wskazaé¢ sposéb wyciecia doktadnie 3330 prostokatow z danej
figury (na rys. 4 przedstawiony jest analogiczny podzial dla kwadratu 10 x 10).
Dang figure mozna podzieli¢ na prostokat 98 x 99, ktory da sie w catosci pociaé
na prostokaty 1 x 3 oraz trzy prostokaty 1 x 98. Z kazdego takiego prostokata
mozna wyciaé¢ 32 prostokaty 1x 3 i pozostaja 2 pola. Lacznie wyciete prosto-
katy sktadaja sie wiec z 9996 —2-3 =3-3330 pdl, czyli jest ich 3330.
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Drugie zawody indywidualne

Zadanie 9. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 liczba 12" — 25 jest
zlozona.

Rozwiazanie
Jezeli n jest liczba parzysta, to

12" —25=(12% —5)(12% +5).

Poniewaz oba czynniki sa liczbami catkowitymi wiekszymi od 1, wiec liczba
12" — 25 jest zlozona.

Jezeli n jest liczba nieparzysta, to liczba 12™ — 25 dzieli sie przez 13.
Rzeczywiscie,

12" —25=(-1)"+1=—-14+1=0 (mod 13).
Ponadto dla n > 1 liczba 12" — 25 jest wigksza od 13, wiec jest zlozona.

Zadanie 10. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, w ktéorym AC < BC. Punkt M
jest érodkiem tego tuku AB okregu opisanego na tréjkacie ABC),
do ktoérego nalezy punkt C, a punkt O jest érodkiem tego okregu.
Okrag opisany na tréjkacie C MO przecina odcinki AC' i BC odpo-
wiednio w punktach K i L réznych od C. Punkty P i QQ sg rzutami
odpowiednio punktéw K i L na prosta AB. Wykaz, ze AB=2PQ.

Rozwigzanie

Sposdb 1
7 réwnosci
IKAM +JAMK = SCKM = SCOM =29CAM =24K AM
wynika, ze JAMK = SKAM, czyli ze trojkat AKM jest réwnoramienny

(rys. 5). Analogicznie uzasadniamy, ze SBM L= <LBM. Tréjkat BLM jest

wiec réwnoramienny. Ponadto SKAM = SCAM = SCBM = SLBM, wiec

tréjkaty AKM i BLM sa podobne. Co wigcej, skoro M lezy na symetralnej
odcinka AB, to AM = BM, skad wniosek, ze omawiane tréjkaty sa przystajace.

rys. o
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Oznaczmy przez N rézny od M punkt przecigcia okregéw o srodkach
w punktach K i L oraz promieniu KM = LM (rys. 6). Punkt N jest syme-
tryczny do punktu M wzgledem prostej KL, a zatem

SKMN—-SKMA=34KML—-<SKAM =14AMB—SKAM =
=90° — SBAM — SKAM =90° — <BAC > 0.

Stad wynika, ze K MN > <K MA. Wobec tego, poniewaz punkt K znajduje
sie po przeciwnej stronie prostej AM niz punkt N oraz punkty L i N leza po
tej samej stronie prostej BM, wiec z wlasnosci katéw wpisanych i sSrodkowych
uzyskujemy zalezno$é

JANM +<¥BNM =180° — L SAKM + 2 S BLM = 180°.

To oznacza, ze punkt N lezy na odcinku AB. W takim razie, skoro AK=NK,
to AN=AP+ PN =2PN oraz analogicznie BN = BQ+ QN =2QN. Laczac

te zaleznodci, otrzymujemy

AB=AN+BN =2(PN+QN)=2PQ.

Sposob 11

Oznaczmy $rodek odcinka AB przez S, a rzut prostokatny punktu L na
prosta M S przez T (rys. 7). Prosta M S jest symetralng odcinka AB, wiec
nalezy do niej punkt O. Punkt S nalezy do wnetrza odcinka PQ, gdyz punkty
K i L leza po przeciwnych stronach cigciwy OM okregu opisanego na trdjkacie
CMO.

Zauwazmy, ze
SLMT =<4LMO =<LCO =90°— 1 SBOC =
=90°— YBAC =90° — 4PAK = SAKP.
To oznacza, ze trojkaty prostokatne LMT i AK P sg podobne. Co wiecej, maja
one réwne przeciwprostokatne (co wykazujemy podobnie jak w poprzednim
sposobie), a zatem sa przystajace. To oznacza, ze QS =LT = AP i w konse-
kwencji

PQ=PS+QS=PS+AP=AS=1AB,

co bylo do udowodnienia.
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Zadanie 11. Rozstrzygnij, czy istniejg dodatnie liczby calkowite k, m, n spelnia-
jace réwnoéé

(24+V5) - (3+V5)" =(1+V5)". (1)

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze jezeli dla pewnych dodatnich liczb catkowitych a, b, ¢, d
zachodzi r6wnosé¢ a+bv/5=c+dv/5, to a=c oraz b=d. Rzeczywiscie, gdyby
b+ d, to powyzsza réwnosé moglibyémy zapisaé jako

a—=c
F=o—
Vh=0p

co jest sprzeczne z niewymiernoscig liczby /5. W takim razie b=d i w konse-
kwencji a =c.

Zauwazmy ponadto, ze iloczyn liczb postaci z+yv/5, gdzie z, y sa liczbami
catkowitymi, réwniez jest liczba takiej postaci. Mozemy si¢ o tym przekonad,
wykonujac bezposredni rachunek

(a+bV5)(c+dv/5) = (ac+5bd) + (ad+be) V5.

W szczegdélnosci wynika stad, ze iloczyn dowolnie wielu liczb postaci  +yv/5
jest liczba tej postaci.

Laczac powyzsze obserwacje dochodzimy do wniosku, ze jedli dla pewnych
dodatnich liczb calkowitych m, n zachodzi réwnoséé (1), to obie strony wspo-
mnianej réwnoéci maja to samo przedstawienie w postaci a+bv/5, gdzie a, b
sg dodatnimi liczbami catkowitymi. Wobec tego takze

(2-V5)" (3-V5)" = (1-V5)". Q

gdyz z kolei obie strony tej réwnoéci sa réwne a — by/5. Rozwiazanie dokon-
czymy trzema sposobami.

Sposdb 1
Poniewaz prawdziwe sa nieréwnosci |2 —+/5| < 1 oraz |3—+/5| < 1, wiec
(2= VB)" - (3—v5)"|=]2—v5|"-|3— V5" <1F. 1" =1.
Ponadto zachodzi |1 — f] > 1, wobec czego
(1—=v5)"|=[1—V5" > 1" =1.
Powyzsze nieréwnosci pozwalajg stwierdzi¢, ze wartosci bezwzgledne lewej

i prawej strony réwnosci (2) nie moga byé réwne, a wiec rownos$é ta nie moze
by¢ spetniona.

Sposob 11
Wymnozenie stronami réwnosci (1) i (2) prowadzi kolejno do

(2—VB)F - (24+V5)F- (3—V5)™. (3+x/5) =(1—V5)"- (14+V5)"
(—1)F 4™ =(—4)",
(—1)F 4™ =(=1)"-4".
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Stad otrzymujemy m =n. Zachodzi jednak nieréwno$é 3+ /5> 1++/5, co
w polaczeniu z m =n prowadzi do wniosku, ze lewa strona réwnosci (1) jest
wieksza od jej prawej strony, a wiec nie istnieja liczby k, m, n spelniajace
réwnosé (1).
Sposob 111
Zauwazmy, ze
(1+v5)2=2(3+V5) oraz (1+v5)>=8(2+5).
Wyznaczajac 3+ /5 oraz 24+ +/5 z powyzszych réwnoéci i podstawiajac te
wyniki do réwnosci (1), otrzymujemy
(L+VB)2\E (1+V5)\™ n
< 55 : 5 =(1+V5)".
Przeksztalcajac te réwnosé, uzyskujemy
(1 + \/5)3k+2m—n _ 23k+m )

Gdyby 3k+2m—n=£0, to lewa strona powyzszej réwnosci bytaby liczbg niewy-
mierng, a prawa wymierna. Stad otrzymujemy, ze 3k+2m—n=0, a wiec takze
3k +m =0. Jednak ostatnia réwnos$¢ nie moze by¢ spelniona dla dodatnich
liczb k i m, gdyz suma liczb dodatnich jest dodatnia.

Odpowied?z
Nie istnieja liczby k, m, n spelniajace warunki zadania.

Uwaga
Zmiana jednego znaku w treéci zadania zmienitaby konkluzje rozwiazania.
Mozna bowiem sprawdzié¢, ze ma miejsce rOwnosé

(24+V5)-(3—V5)=1+5.

Zadanie 12. Dodatnie liczby niewymierne « i 3 spelniaja réwnosé

1 1

o B +1.

Zdefiniujmy a, =[n-a] oraz b, =[n-[] dlan=1,2,3,... Udowodnij,
ze kazda nieujemna liczba calkowita wystepuje w ciagu (a,) o jeden
raz wiecej niz w ciagu (by,).

Uwaga: [x] oznacza najwigksza liczbe catkowita nie wigksza od .
Rozwigzanie
Niech k bedzie ustalona dodatnia liczba catkowita. Zdefiniujmy A(k) jako
te liczbe catkowita n, dla ktérej spelnione sa nieréwnosci
noa<k<(n+1)a.

Symbol A(k) oznacza wiec liczbe wyrazéw ciagu (a,) mniejszych od k. Stad
wynika, ze liczba wyrazéw ciagu (a,,) réwnych k wynosi A(k+1)—A(k), a liczba
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wystapien liczby zero w tym ciagu jest réwna A(1). Analogicznie definiujemy
liczby B(k).

Z warunku — = —+1 wynika, ze o= ﬁ i wobec tego
« ﬂ B+
A(k)S (A(k ) 1B
B P
A(k)B<kB+kE<A(k)S+8,

(A(k) —k)B <k < (A(k)—k+1)85.
Stad wniosek, ze B(k)= A(k)—k, czyli A(k)=B(k)+k dla kazdego k>
W szczegblnoscei A(1)=DB (1)+1 czyli zero wystepuje o jeden raz wiecej w ciggu
(an) niz w ciagu (b, ) ora
A(k+1)— A(k) = (k+1)+k+1—B(k)—k:B(k:+1)—B(k:)+1,
czyli k wystepuje o jeden raz wiecej w ciagu (a,) niz w ciagu (b,).

Uwaga

7 uwagi na niewymierno$¢ liczb a i 8, wszystkie nieréwnoéci w zaprezento-
wanym rozwiazaniu w istocie sg ostre. Uzycie nieréwnoéci nieostrych pozwolito
jednak na udowodnienie tezy zadania nie korzystajac z zalozenia o niewymier-
noéci liczb a i (.
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Trzecie zawody indywidualne

Zadanie 13. Okregi o1 i 02 przecinaja sie w punktach A i B. Styczna w punkcie A
do okregu o; przecina okrag o2 w punkcie D, a styczna w punkcie A
do okregu o2 przecina okrag o1 w punkcie E, przy czym punkty D i F
sg rozne od A oraz kat DAEFE jest ostry. Styczne do okregu opisanego
na tréjkacie ADE w punktach D i E przecinajg sie w punkcie C.
Wykaz, ze punkty A, B, C leza na jednej prostej.

Rozwigzanie

Sposdb 1

Niech proste C'E i C'D przecinaja okregi 01 i 0o odpowiednio w punktach
PiQ (rys. 8). Przyjmijmy oznaczenie a = $DAE.

Proste AD i CFE sa styczne odpowiednio do o1 i okregu opisanego na
trojkacie ADE. 7 twierdzenia o kacie miedzy styczna a cigciwa wynika, ze
JAPE =a=<4DEC. Wobec tego prosta AP jest réwnolegta do prostej DE.
Analogicznie otrzymujemy, ze AQ || DE. Wobec tego punkty A, P, @ leza na
jednej proste;j.

Zauwazmy, ze

IDBE =360°—4EBA—YABD =360° — (180° —a) — (180° — ) = 2av.
Stad wynika, ze <DBE + SECD = 2a + 180° — 2a = 180°, wiec czworokat

DBEC jest wpisany w okrag. Zatem ¥DBC = IDEC =a =180° — {DBA.
To za$ oznacza, ze punkty A, B, C leza na jednej prostej.

Sposob 11

Podobnie jak w poprzednim sposobie dowodzimy, ze punkt A lezy na
prostej PQ oraz ze YDQP = JQPE, skad uzyskujemy réwnosé CQ = CP.
Ponadto CD=CFE. Zatem CD-CQ=CE-CP, czyli potegi punktu C' wzgledem
okregéw o1 i 02 sa réwne. Punkt C lezy wiec na osi potegowej tych dwdoch
okregbéw, czyli na prostej AB.
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Zadanie 14. Dodatnie liczby rzeczywiste a1, as, ..., an spelniaja réwnosé
ar+azx+...+a,=n.

Udowodnij, ze

11 11 11 11 11
ay as as Ap—1 | An
al = al  al al, al

Rozwigzanie
Skorzystamy z nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie (o ciggach jednomonotonicznych)
Niech x1,2x2,...,2, oraz y1,yo,...,y, beda dowolnymi liczbami rzeczywi-
stymi. Rozwazamy wszystkie iloczyny postaci
Tp(1)Ya(1) TTp(2)Ya(2) T+ T Tp(n)Yq(n)

gdzie (p(1), p(2), ..., p(n)) oraz (q(1), ¢(2), ..., g(n)) sa permutacjami zbioru
{1,2,...,n}. Wéwczas minimalna wartos¢ ma iloczyn otrzymany dla permuta-

¢ji p i q spelniajacych warunki
Tp(1) S Tp(2) S -+ S Tp(n) OTAZ Yq(1) 2 Yq(2) 2 -+ 2 Yq(n)-
Przechodzimy do rozwiazania zadania. Zdefiniujmy ciagi
1 1 1
11 11 11 _

(-%'1,.732,.. $n) (a17a27"'7an)7 (yluy%'-'?yn)_(aza(1'57-“7%71)-
Niech permutacja (r(1), r(2), ..., r(n)) zbioru {1, 2, ..., n} bedzie permutacja
porzadkujaca wyrazy ciagu x nierosngco, to znaczy

Tr(1) STr(2) S -+ S Tr(n)-
Zauwazmy, ze woéwczas takze
Yr(1) Z Yr(2) Z - 2 Yr(n)-
7 przytoczonego na poczatku twierdzenia wynika wiec, ze dla dowolnych per-

mutacji (p(L), p(2), .., p(n)) oraz (g(1), ¢(2). ..., q(n)) zbioru {1, 2, ..., n}
zachodzi nieréwnosé

Tp(1)Yq(1) T Tp(2)Yq(2) + - Tp(n) Yg(n) 2
Z Tr(1)Yr(1) T Tr2)Yr(2) T Tr(n)Yr(n)-
W szczegoblnoscei prawdziwe sa nieréwnosci

11 11 11 11 11
a a a a,, a
1 "2 3
ay  as a4 al aq

=T1Y2 +22Ys +3Ya+ ...+ Tp_1Yn +Tny1 2
Z Tr(1)Yr(1) T Tr@)Yr2) T Lr(3)Yr@) t -+ Tr(n—1)Yr(n—1)Tr(n)Yr(n) =
=T1Y1 +T2Y2+23Ys+ ... T Tn-1Yn—1+TplYn =

11 11 11 11 all
a a a a
1 2 3 n—
=—=+=+—=+...+—= +i7
ay ag 3 n—1 Qn
4 4
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skad uzyskujemy
11 11 11 all 11

a a 1
4+ >altastas . tan  tan. (2)
Gy Gz Oy an, ap

Zauwazmy teraz, ze zapisujac nieréwno$¢ miedzy $Srednia kwadratowa
a arytmetyczna dla liczb (a3, a3, ..., a2), uzyskujemy

\/(a%)2+(a%)2+...+(a%)2 S a?+a3+...+a?
n = n .

3)

Analogicznie, dla liczb (a1, ag, ..., a,) otrzymujemy

\/a%—l—a%—i—...—i—a% L Gtat. . tan
n - n '

(4)

Laczac wyniki otrzymane w nieréwnosciach (2), (3), (4) i korzystajac z réw-
nosci podanej w zaltozeniu zadania, otrzymujemy

11 11 11 11 11
ai’  as' as a,—, a
——+t=+—=+...+ z +L7>
Gz Gz Gy G aq

>a‘{‘+a§"—|—a§+...+ai,1 —i—af; >

:Jﬁ+@+ﬁ+m+ﬁ4+ﬁf

> >
n
4 4
(a1 +as+as+...+an_1+ay) n
> 3 =S =n.
n n

To koficzy dowdd nieréwnoscei (1).

Uwaga

Zamiast dwukrotnie uzywaé¢ szacowania z wykorzystaniem nieréwnosci
miedzy srednia kwadratowa a arytmetyczna, mozna powotaé sie na nieréwnosé
miedzy $rednig potegowsq stopnia 4 a $rednig arytmetyczna, uzyskujac w ten
sposob bezposrednio nieréwnosé

i;/a‘f—l—a%—l—...—kaﬁ < al1+as+...+ay
n ~ n '

Zadanie 15. Udowodnij, ze istnieje 100 kolejnych liczb naturalnych takich, ze
kazda ma dzielnik pierwszy mniejszy od 60.

Rozwigzanie
7 chinskiego twierdzenia o resztach wynika, ze istnieje liczba naturalna
n > 50, ktora spetnia uklad kongruencji

n=0 (mod 50!),
n—1=0 (mod 53),
n+1=0 (mod 59).
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Wéwczas dla k=2,3,4,...,50 liczby n—k oraz n+k dziela sie przez k, a wiec
kazda z nich ma dzielnik pierwszy mniejszy od 60. Ponadto liczba n—1 dzieli
si¢ przez 53, liczba n dzieli si¢ przez 2, a liczba n+1 dzieli sie przez 59. Wobec
tego liczby n—49, n—48, ..., n+50 spelniaja warunki zadania.

Zadanie 16. Punkt D nalezy do boku BC tréjkata réwnobocznego ABC, przy

czym liczba
BD

CD
jest wymierna. Z wierzchotka A w kierunku punktu D wypuszczono
wiagzke lasera, ktora odbijala sie od bokéw tréjkata zgodnie z zasada;:
kat padania jest réwny katowi odbicia. Udowodnij, ze po pewnej
nieparzystej liczbie odbi¢ wiazka trafita do jednego z wierzchotkéw
tréjkata ABC' i wyznacz ten wierzchotek w zaleznosci od a.

Rozwigzanie

Niech a =2 bedzie zapisem liczby a w postaci ulamka nieskracalnego.
Przyjmijmy, ze bok tréjkata ABC ma diugosé 1. Rozwazmy trojkat réwno-
boczny AXY o boku p+ ¢, podzielony na tréjkaty réwnoboczne o boku 1
(nazwiemy je malymi tréjkatami), z ktérych jednym jest ABC' (na rysunku 9
przyjmujemy a = %) Niech E bedzie takim punktem odcinka XY, ze EX =p
oraz Y =gq.

a

Y

p+q
rys. 9 rys. 10

Zauwazmy, ze odcinek AF ma taka samg dlugoséé, jak tamana wyznaczana
przez wiazke lasera, a jego czesci znajdujace sie wewnatrz malych tréojkatéw
odpowiadajg drodze wigzki miedzy kolejnymi odbiciami od bokéw tréjkata
ABC (rys. 10). Male tréjkaty sa wiec kopiami trojkata ABC, a odcinek AFE
odzwierciedla droge wiazki lasera. W szczegélnosci punkt E odpowiada pew-
nemu wierzchotkowi tréjkata ABC znajdujacemu sie na drodze wiazki.

Poniewaz zalozylismy, ze azg jest utamkiem nieskracalnym, wiec na
odcinku AF nie leza zadne wierzchotki matych tréjkatéw oprécz A i E. Rze-
czywiscie, gdyby istnial inny wierzcholek E' € XY’ gdzie X' € AX,Y' € AY,
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X'Y'|| XY (rys. 11), to dtugosci odcinkéw X'E’, Y'E’ bylyby liczbami catko-
witymi, X'E' < XE, Y'E' <Y FE oraz
X'E'  XE
Y'E' YE’
A nli

X'E
czyli utamek P mozna byloby skréci¢ do YE Stad wynika, ze punkt F
odpowiada temu wierzchotkowi trojkata ABC, do ktérego trafi wiazka lasera.

Y

rys. 11 rys. 12

Przypiszmy wierzchotkom matych tréjkatéow odpowiadajacym punktom
A, B, C odpowiednio wartosci 0, 1, 2 (rys. 12, wierzcholki oznaczone ta sama
liczba zaznaczone sa tym samym kolorem). Zauwazmy, ze gdy poruszamy sie
najpierw po odcinku AX, a nastepnie po X E, numery kolejnych odwiedzanych
wierzchotkéw rosng o 1 modulo 3. Stad wniosek, ze wierzchotkowi F odpowiada
reszta z dzielenia liczby 2p+ q przez 3. To oznacza, ze wiazka lasera trafi do
wierzchotka
A, jezeli 2p+¢=0 (mod 3),
B, jezeli 2p+¢=1 (mod 3),
C, jezeli 2p+q=2 (mod 3).

Obliczymy teraz liczbe odbi¢ wiazki lasera zanim trafita do pewnego
wierzcholtka. Zauwazmy, ze liczba ta jest réwna liczbie punktéw przeciecia
odcinka AFE 7z prostymi dzielacymi trojkat AXY na male tréjkaty. Sa trzy
typy takich prostych: réwnolegte do boku AB, réwnoleglte do boku BC' i réw-
nolegte do boku C'A (rys. 13). Punktéw przeciecia z prostymi pierwszego typu
jest p—1, z prostymi drugiego typu jest p+q—1, a z prostymi trzeciego typu
jest ¢— 1. Lacznie uzyskujemy 2(p+ q) — 3, czyli nieparzysta liczbe odbié.

Uwaga 1.

To, ze liczba odbi¢ jest nieparzysta mozna uzasadni¢ réwniez w naste-
pujacy sposob. Pokolorujmy malte tréjkaty w sposéb przedstawiony na ry-
sunku 14. Zauwazmy, ze skoro 60° < YAEX < 120°, to w poblizu punktu E
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odcinek AF znajduje sie wewnatrz bialego maltego trojkata. Z kolei w poblizu
punktu A odcinek ten znajduje sie wewnatrz trdjkata kolorowego. Odbiciu
wiazki lasera odpowiada zmiana koloru malego tréjkata, przez ktory przecho-
dzi odcinek AFE. Poniewaz miedzy punktami A i E kolor tta sie zmienia, wiec

liczba odbié jest nieparzysta.

Y Y
/ / B E
\ /o:' \
A X A X
rys. 13 rys. 14

Uwaga 2.
Na rysunkach 15, 16, 17 przedstawione sa drogi wiazki lasera odpowiednio
3

dla wartosci a =4 (2p—|—q—0 (mod 3)), a=2 (2p+¢=1 (mod 3)) oraz a= 3
(2p+g=2 (mod 3))

£ £ A

rys. 17

rys. 15 rys. 16
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Czwarte zawody indywidualne

Zadanie 17. Kazde dwa wierzcholtki 13-kata foremnego polaczono odcinkiem czer-
wonym, zielonym lub niebieskim. Czy stad wynika, ze pewne trzy
wierzchotki danego wielokata wyznaczaja trojkat o bokach tego sa-
mego koloru? Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie

Wskazemy takie pokolorowanie bokéw i przekatnych, ze nie powstanie
trojkat o trzech bokach tego samego koloru.

Pokolorujmy na czerwono boki oraz przekatne, ktérych wierzchotki dziela
obwdd na lamane zlozone z 3 i 10 bokéw (rys. 18), na zielono przekatne,
ktorych wierzchotki dziela obwdd na tamane ztozone z 2 i 11 lub 5 i 8 bokdéw
(rys. 19), a na niebiesko pozostale przekatne (rys. 20).

Ao o R o
A<\ R
LA ) g
rys. 19 rys. 20

Przy takim kolorowaniu nie ma tréjkata o wszystkich bokach jednego ko-
loru. Gdyby istniat taki tréjkat, to musiatby by¢ réwnoramienny, gdyz odcinki
w kazdym z koloréw moga mie¢ tylko dwie rézne dtugosci.

Istnieje doktadnie sze$é réznych tréjkatéw réwnoramiennych o wierzchol-
kach w punktach 13-kata foremnego (z dokladnosécia do obrotéw). Sa one
przedstawione ponizej (rys. 21).

O e Q. (e} R el (e} R el (e} el e} © O OAO
o Q o o] o o o o] o 0 o o]
o] o] o o] o] o] o] o] o o]
Q o e} ] oO——F—— O e} o] e} o] e} ]
e} o} O——O0 e} o o o] e} o o o
Oo—0 O e} O e} O e} O e} O e}
rys. 21

Zaden z powyzszych tréjkatéw nie ma bokéw jednego koloru. Zatem nie
ma tréjkata, ktorego wszystkie boki maja ten sam kolor.

Zadanie 18. Kazde dwa wierzchotki 17-kata foremnego potaczono odcinkiem czer-
wonym, zielonym lub niebieskim. Czy stad wynika, ze pewne trzy
wierzchotki danego wielokata wyznaczaja trojkat o bokach tego sa-
mego koloru? Odpowiedz uzasadnij.

Rozwiazanie

Udowodnimy, ze odpowiedZ na postawione pytanie jest twierdzaca.
Rozwazmy pewien wierzcholek A danego 17-kata. Wychodzi z niego 16 od-
cinkéw, wiec z zasady szufladkowej Dirichleta wynika, ze pewne szes$¢ z nich —
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nazwijmy je AB, AC, AD, AE, AF, AG — jest tego samego koloru (rys. 22).
Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze jest to kolor czerwony.

rys. 22 rys. 23

Jezeli pewien odcinek laczacy dwa z punktéw B, C, D, E, F, G jest czer-
wony, to punkty te oraz punkt A sa wierzchotkami trojkata, ktorego wszystkie
boki maja ten sam kolor — czerwony.

Jezeli zaden z odcinkéw taczacych pewne dwa z punktéw B, C, D, E, F,
G nie jest czerwony, to kazdy z tych odcinkéw ma kolor zielony lub niebieski.
Rozwazmy wierzcholek B i odcinki BC, BD, BE, BF, BG (rys. 23). Z zasady
szufladkowej wynika, ze pewne trzy z nich maja ten sam kolor — bez straty
ogblnosci mozemy przyjaé, ze sg to odcinki BC, BD, BFE i ze s one zielone.

Jezeli ktorys z odcinkéw C'D, CE, DE jest zielony, (bez straty ogdlnosci
zalbézmy, ze jest to CD), to wszyskie boki tréjkata BC'D sa zielone.

Jezeli zaden z odcinkéw C'D, CE, DE nie jest zielony, to kazdy z nich
jest niebieski, a wtedy tréjkat C DE ma wszystkie boki tego samego koloru.

Zadanie 19. Dany jest pieciokat wypukly ABCDE o wszystkich bokach réw-
nej dtugoéci, w ktérym SABC +JCDE =180°. Odcinki AD i BE
przecinaja sie w punkcie P. Udowodnij, ze odcinek C'P ma te samg,
dtugosé, co kazdy z bokéw pieciokata ABC'DE.

Rozwigzanie

Sposdb 1
Oznaczmy przez r dlugo$é boku danego pieciokata. Zauwazmy, ze
SDEA+<SEAB+YBCD =540° — (SABC +4CDE) =
=540° —180° = 360° .
Stad wynika, ze mozemy wybraé¢ taki punkt F' znajdujacy sie na zewnatrz
pieciokata ABC DE, dla ktérego spelnione sg réwnosci
IDCF =<4DEA,
IFCB=<YEAB,
oraz CF =1 (rys. 24).
Na mocy cechy bok—kat—bok,
(ABAE,ABCF) oraz (ADEA,ADCF)
to pary trojkatéow przystajacych. Wobec tego
JCBF =<4ABE oraz JCDF=<EDA,
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skad $PBF = SABC. Analogicznie uzyskujemy ¥FDP = JCDE.
Korzystajac z danej w treéci zadania réwnoéci YABC + SCDE = 180°,
uzyskujemy wiec ze SPBF +JFDP =180°, co oznacza, ze na czworokacie
PBF D mozna opisaé okrag. Poniewaz CB=CD =CF =r, wiec punkt C jest
srodkiem tego okregu. Stad réwniez C'P =r, co bylo do udowodnienia.

Sposob 11
Niech YABE =<4YAEB=a, SEAD =<YEDA =3 (rys. 25). Wowczas
IBPD =<YAPE =180°—a—f3
oraz SEAB=180°—2a i $DEA=180°—2f. Z danej w treéci zadania réwnoéci
katéw wynika, ze YDEA+ SEAB+ YBCD = 360°, wobec czego miara kata
wklestego BC'D jest réwna

360° — <BCD = 360° — (360° —YDEA—YFEAB) =
=360°—28—2a=24BPD.

rys. 25

Rozwazmy okrag o srodku w punkcie C' i promieniu CB =CD. Poniewaz
kat wypukly BPD ma dwa razy mniejsza miare od kata wklestego BCD,
ktory jest katem Srodkowym rozwazanego okregu, wiec punkt P nalezy do
tego okregu, co pociaga za sobg teze zadania.



Obéz Naukowy OMG (poziom OM), 2015 r. 31

Zadanie 20. Dany jest ciag (an) okreslony wzorami

a1 =az2=1, an+1:an—|—a[ ] dla n=2,3,4,...

n
2

Udowodnij, ze w ciagu (a,) wystepuje nieskoriczenie wiele liczb po-
dzielnych przez 7.

Uwaga: [x] oznacza najwigksza liczbe catkowita nie wigksza od .
Rozwigzanie

Niech r, oznacza reszte z dzielenia wyrazu a,, przez 7.

Niech k bedzie taka dodatnia liczbg catkowita, dla ktérej rp = 0. Bez-
posrednie obliczenia pozwalaja wnioskowad, ze taka liczba istnieje, np. ay =7.
Zapisujac dany wzor rekurencyjny dla wyrazow asy, dog+1 1 Gog42, Uzyskujemy
rownosci

A2k+41 = A2k + A,

A2k 42 = A2k+1 + Ak
Poniewaz r, =0, wigc z powyzszych zwiazkdéw wynika, ze rog =rok+1 = rok+2.
Oznaczmy wspolng wartosé tych trzech wyrazéw przez t.

Rozpatrzmy teraz wyrazy a4k, Qak+1, ---, Gax+6. Otrzymujemy nastepu-
jace réwnosci
Q4k+1 = G4k + 02k,

(4k+2 = Q4k+1 + A2k,
Q4k+3 = Q4k+2 +02k+1,
(444 = A4k43 +A2k41,

Q4k+5 = Qak+4 + A2k 42,

G4k+6 = Q4k+5 + A2k+2,

€O oznacza, ze

T4k+1 = Tak + 72 (mod 7),
T4k+2 = Tak41 + 72 (mod 7),
T4k43 =Tak+2 + 7241 (mod 7),
Takta =Tak+3 +7T2r41 (mod 7),
Tak+5 = Tak+4a +T2ky2 (mod 7),

T4k+6 = Tak+5 +T2k42 (mod 7).

W potaczeniu z wezesniejszymi wnioskami, uzyskujemy stad

Tag1 =74+t (mod 7),

Takt2 =Tapsr1+t (mod 7),

Tak+3 =Tak+2+1t (mod 7),

mod 7),
)
)

T4kyda =Tap+3+1
mod 7),
mod 7),

T4k45 =Tak+4+1

~~ I~ N

T4kt6 =Tak45 Tt
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czyli
Tak+1 =71y + t (mod 7 5

Tak+2 =74+ 2t (mod 7),

Takta =74k + 41 (mod 7),

( )
( )
Tak+3 =Tar +3t (mod 7),
( )
Tak+5 = T4k +5t (mod 7),
( )

T4kt6 = T4k 16t (mod 7).

Jesli t =0, to ror =0, czyli agg jest tym wyrazem ciagu (a,) podzielnym
przez 7, ktérego indeks jest wickszy od k.

Natomiast jesli ¢ #£0, to liczby r4x +mt, dla m=0,1,...,6, daja siedem
roznych reszt przy dzieleniu przez 7. Zatem dokladnie jedna z tych sied-
miu liczb jest podzielna przez 7, czyli jedna z liczb r4k,74k+1,---,T4k+6 jest
réwna 0. W tym przypadku réwniez uzyskaliSmy wyraz ciagu (a,) o indek-
sie wiekszym od k, ktéry jest podzielny przez k. Jest to jeden z wyrazéw
A4k, A4k415 - -+ A4k+6-

Wykazalismy, ze r7 =0 oraz jesli dla pewnego k>0 zachodzi r; =0, to ist-
nieje [ >k takie, ze r;=0. To oznacza, ze w ciagu (a,, ) wystepuje nieskonczenie
wiele liczb podzielnych przez 7.

Uwaga
Wystepowanie w ciagu (a,) liczb podzielnych przez 7 jest nieregularne,
co mozna odczytaé z ponizszej tabeli.

n|1/2(3|4|5(6|7[8]9 [10]|11(12|13|14|15|16|17 |18
a,|1(1]2|3(4]5]7(9]12|15|19|23|28|33|40|47|56 |65
112131415(012]5|1|5[2]0|5|5|5]0]2

n

n |19|120] 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30 | 31
771891104 | 119|138 | 157|180 | 203|231 | 259|292 | 325 | 365
0O(5/6 0|5 |3 |5|0]0]0]5/|3 1
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Mecz matematyczny

Zadanie 21. Dana jest liczba naturalna n oraz liczby rzeczywiste z1, x2, ..., Tn.
Udowodnij, ze S3-S5 < So-Se, gdzie Sy =z +ak +a5+.. . +ak.
Rozwiagzanie
Zauwazmy, ze

n

53-5522233? 5’ ZCL’ + (x3x5+xfx§’)

i=1j=1 i=1 1<i<j<n
i podobnie
So - 5'5—2$ + Z (x T, +x6$§>
1<i<j<n
Teza zadania wynika z nieréwnosci
a®b° 4+ a®b3 < a?b8 +a’b?,
ktéra dowodzimy przez nastepujace przeksztalcenia do postaci réwnowaznej:
a?b%+a%* —a®b° —a®b’® >
a®v? - (b* +a* — ab® — a®b)
a®b?- (b3 (b—a)+a®(a—1))
a’b?- (13 —a3)-(b—a) >0
Ostatnia nieréwno$¢ jest prawdziwa dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b,
gdyz dwa ostatnie czynniki iloczynu po lewej stronie sa tego samego znaku.

Sposob 11

Skorzystamy z nieréwnosci Schwarza: jezeli ai,as,...,a0,,b1,b2,...,b, 58
liczbami rzeczywistymi, to zachodzi nieréwnosé

(a1by+asbo+ ... +anbn)> < (a2 +a2+...+a2) (b2 +b3+...+b2)

Dowdd nierdwnosci Schwarza

Jezeli a1 =...=a, =0, to nier6wnos¢ jest spetniona. Dalej bedziemy za-
ktadaé, ze co najmniej jedna z liczb aq,...,a, jest rézna od zera.

Zauwazmy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x zachodzi nieréwnosé

(a124b1)* 4 (asz+b2)> +...+ (anz+b,)> >0
Po otworzeniu nawiaséw i przegrupowaniu wyrazéw otrzymujemy
(af+...+a®)z? +2(arby+... Fapby)z+ (b7 +...+b2) >0,

czyli robwnowaznie

)

0
0,

\\/\\/\

aib1+...+anb, (a1b1+...+anbn)2
a?+...+a2 a?+...+a2
Powyzsza nieréwnos¢ zachodzi dla dowolnej liczby rzeczywistej x — przyj-
mijmy wiec za x taka liczbe, ze
a1b1 +... +anbn
at+...4a?

2
(a?+...4+d2) <x+ ) +02 4. >

T+
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Otrzymalismy nieréwnoscé
(a1bi+ ...+ anby)’
al+...+a2

b4 2>

rownowazng nieréwnosci Schwarza.

PrzejdZzmy do rozwiazania zadania. Podstawmy w nieréwnosci Schwarza
a; =23, b; =22, Otrzymujemy
(234 23?2 < (@b a2l (a4 ad),
zatem SZ < Sg- S4.
Ktadac a; :azf, b; = x; otrzymujemy SZ < Sg- 52, a ktadac a; ::vf, b, =x;
uzyskujemy S3 < S4-Ss. Po przemnozeniu stronami powyzszych nieréwnosci
otrzymujemy

S2.8%.52< 53587 5¢.

Jezeli x1=x9=...=x, =0, to nieréwnos¢ z zadania jest spelniona. W prze-
ciwnym przypadku S; >0 i wobec tego otrzymujemy S3-S2 < S2-S2, skad
|53'S5| < |SQS6| Skoro 53'55 < |5355’ oraz ‘5256| :SQ'SG, to 53'55 <SQ‘SG.

Zadanie 22. Dany jest okrag w o érodku w punkcie O oraz punkt A lezacy na
zewnatrz tego okregu. Z punktu A poprowadzono proste styczne
do okregu w w punktach K i L. Punkt M jest $rodkiem odcinka
K L. Okrag o przechodzi przez punkty O i M oraz przecina okrag
w w réznych punktach B i C. Wykaz, ze punkty A, B, C leza na
jednej prostej.

Rozwigzanie

Oznaczmy okrag opisany na trdjkacie OM L przez o.
7 symetrii rysunku wynika, ze punkt M lezy na odcinku AO. Katy LMO

oraz OLA sg proste, wiec prosta AL jest styczna do okregu o7 w punkcie L.

Wobec tego okregi 01 i w sa styczne w punkcie L.

rys. 26

Prosta OM jest osia potegowa okregéw o1 i o, prosta BC' — osig potegowsa,
okregéw w i 0, a prosta AL — osig potegowa okregéw w i 01. Wobec tego proste
OM, BC, AL przecinaja sie w jednym punkcie. Zatem prosta BC przechodzi
przez punkt A.
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Zadanie 23. W szeScianie o krawedzi 7 umieszczono 6 szescianéw o krawedzi 1
(niekoniecznie roztacznych). Udowodnij, ze w duzym sze$cianie mo-
zna umiesci¢ kule o promieniu 1 rozlaczna ze wszystkimi szescioma
malymi sze$cianami.

Uwaga: Przyjmujemy, ze szescian i kula zawieraja punkty lezace na
ich brzegu.

Rozwigzanie

Sposob I (rozwiazanie kadry)

Dla kazdego szeScianu jednostkowego rozwazmy zbiér wszystkich punk-
téw przestrzeni odleglych od co najmniej jednego punktu tego sze$cianu o nie
wiecej niz 1 (nazwijmy go otoczeniem szescianu). Jednoczesnie jest to zbidr
wszystkich takich punktéw O, ze kula o érodku O i promieniu 1 ma co najmniej
jeden punkt wspélny z danym szescianem jednostkowym. Zbiér ten jest suma
danego szedcianu, szesciu szeSciandéw jednostkowych zbudowanych na $cianach
danego szescianu, dwunastu éwieréwalcow (na krawedziach) oraz odmiu oktan-
téw kuli o promieniu 1 (w wierzchotkach). Objetos¢ takiej figury jest réwna

4 13
146437+ =7+ —m.
3 3
Rozwazmy teraz otoczenia wszystkich sze$ciu sze$ciandéw jednostkowych
umieszczonych w danym szedcianie o krawedzi 7. Suma ich objetosci jest réwna

13
6 <7+37r> — 421267 <42426-3,15=42481,9=123,9 < 125 = 53.

Wynika stad, ze co najmniej jeden punkt sze$cianu o krawedzi 5, jednoktad-
nego z danym szescianem o krawedzi 7 wzgledem punktu przeciecia jego prze-
katnych, nie nalezy do zadnego z szesciu otoczen sze$cianéw jednostkowych.
Kula o $rodku w tym punkcie i promieniu 1 spelnia warunki zadania.

Sposdb 11 (rozwiazanie uczestnikéw Obozu)

Umiesémy w narozach danego szeScianu 8 kul o promieniu 1 stycznych
do tréjek Scian majacych wspdlny wierzchotek. Odlegloéé migdzy dowolnymi
punktami réznych kul jest nie mniejsza od 7—2-2=3. Tymczasem odlegtosé
miedzy dowolnymi dwoma punktami szescianu jednostkowego nie przekracza
V3. To oznacza, ze po umieszczeniu szeéciu szeécianéw jednostkowych we-
wnatrz danego szescianu, co najmniej dwie kule bedg mialy niepuste przeciecie
z suma wnetrz umieszczonych szescianéw.

Uwaga
Drugi sposéb rozwiazania pozwala na ograniczenie zalozen zadania do
szeécianu o krawedzi 4 ++/3, wewnatrz ktérego mozna umiescié dwie kule.

Zadanie 24. Kazde dwa wierzchotki 1001-kata foremnego polgczono odcinkiem
czerwonym, zielonym lub niebieskim. Udowodnij, ze mozna tak wy-
bra¢ 11 wierzchotkéw tego 1001-kata, aby wyznaczony przez nie
11-kat wypukty mial co najmniej 10 bokdéw tego samego koloru.
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Rozwigzanie

Oznaczmy kolejne wierzchotki 1001-kata przez A, As, As, ..., A1go1-

Kazdemu wierzchotkowi Ay, przypiszemy tréjke nieujemnych liczb catkowitych
(ck, 2k, nk) zdefiniowanych nastepujaco:
Rozwazmy wszystkie lamane postaci A, A4;, A;, ... A;,, gdzie k<i; <iz<...<iy,
a przy tym wszystkie odcinki tamanej sg czerwone. Najwieksza liczbe odcin-
kow £, z jakich moze sktadac sie taka tamana, oznaczymy przez ci. Jezeli takie
lamane nie istnieja (czyli zaden odcinek AjA; dla i >k nie jest czerwony),
przyjmiemy c; =0. Analogicznie przez zj i ni oznaczymy odpowiednio naj-
wiekszg mozliwg liczbe odcinkéw lamanej zielonej i niebieskiej.

Zauwazmy, ze jezeli odcinek Aj;Ay, gdzie j <k, jest czerwony, to wobec
mozliwosci przedtuzenia kazdej czerwonej tamanej A A;, A, ... A;, do czerwo-
nej tamanej A;ApA; A, ... A;,, zachodzi nieréwnosé¢ c; > ¢ +1. W szczegél-
noéci ¢; # c,. Analogiczna uwaga dotyczy przypadkéw, gdy odcinek A; Ay jest
zielony lub niebieski, skad wnioskujemy, ze zadne dwa wierzchotki nie maja
przypisanej tej samej trojki liczb. Poniewaz wierzchotkéw jest 1001, a tréjek
nieujemnych liczb catkowitych mniejszych od 10 tylko 1000, wiec co najmniej
jeden wierzchotek ma przypisang trojke, w ktérej wystepuje liczba nie mniejsza
od 10.

Przypu$émy dla ustalenia uwagi, ze cp > 10. Wéwczas istnieje tamana
ArA; A, .. A;,, zlozona z dziesieciu czerwonych odcinkéw, a przy tym spel-
niony jest warunek k <iy <io <...<11g.

Oznacza to, ze jedenastokat ApA; A;,... A
czerwonych.

i1, Ma co najmniej 10 bokéw

Zadanie 25. Dany jest tréjkat réwnoboczny ABC, ktérego $rodkiem cigzkosci
jest punkt S. Prosta [ przechodzi przez punkt S i przecina odcinki
AC i BC odpowiednio w punktach K i L. Punkt P spelnia warunki
AL = PL oraz BK = PK. Udowodnij, ze odlegtoé¢ punktu P od
prostej [ nie zalezy od wyboru prostej [ i punktu P.

Rozwigzanie

Jezeli rozne punkty Py i P> spelniaja rownosci BK = PP K = P,K oraz
AL=P,L=P,L, to tréjkaty K LP; i KLP; sa przystajace (cecha przystawania
bok—bok-bok). Wobec tego odleglosci punktéw P; i Py od prostej [ sa réwne,
jako wysokodci trojkatéw przystajacych poprowadzonych na te sama podstawe.
To oznacza, ze szukana odleglo$¢ nie zalezy od wyboru punktu P spelniajacego
zadane réwnosci.

Niech P bedzie takim punktem przestrzeni, ze czworoscian ABCP jest
foremny (rys. 27). Zauwazmy, ze z réwnosci AB= AP, $BAK = 4PAK =60°
wynika, ze tréjkaty ABK i APK sa przystajace (cecha bok—kat—bok), a zatem
BK = PK. Analogicznie uzasadniamy, ze trojkaty ABL i APL sa przystajace,
skad AL = PL. To oznacza, ze tak zdefiniowany punkt P spelnia zalozenia
zadania.
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rys. 27

Odcinek PS, jako wysoko$é czworoécianu foremnego ABC D, jest prosto-
padly do dowolnej prostej przechodzacej przez punkt S i zawartej w plasz-
czyznie ABC, w szczegdlnosci do prostej [. Tym samym odlegltoéé punktu P
od prostej [ jest rtéwna ABv/6/3, nie zalezy wiec od wyboru prostej [.
Zadanie 26. Liczby rzeczywiste a, b, ¢, d, e spelniaja réwnosci

a=22—1, b=2d*—1, c=2b"-1,
c=4e3—3e, d=4c?’—30, e=4d®—3d.
Czy stad wynika, ze a=b=c=d=e=17
Rozwigzanie
OdpowiedZ: Nie wynika.
W rozwigzaniu skorzystamy ze wzorow
cos2a=2cosa—1 oraz cos3a=4cos®a—3cosa. (1)
Przyjmijmy 8= 1-360° i niech
c=cosf3, a=cos23, b=cosdf, d=cos3F, e=cos9p.
Wéwezas na podstawie wzoréw (1) oraz réwnosci
c=cos 3 =cos83 =cos270
stwierdzamy, ze dany w zadaniu uktad réwnan jest spelniony przez zdefinio-
wane wyzej liczby a, b, ¢, d, e.

Uwagsi

W podanym wyzej rozwiazaniu a =e oraz b=d.

Dwa inne rozwiazania danego uktadu rownan otrzymujemy wychodzac od
c=cos2( lub ¢=cos3p.

Zadanie 27. Udowodnij, ze dla kazdej liczby pierwszej p istnieje taka liczba na-
turalna n > 2, ze
n™ =16 (mod p).

Uwaga: Potegowanie wykonujemy od gory, tzn. a¥ =a®.
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Rozwigzanie

Zauwazmy, ze w przypadku p=2 warunki zadania spelnia dowolna liczba
parzysta n > 2. W dalszej czedci rozwigzania ograniczymy sie do przypadku,
gdy p jest nieparzystg liczba pierwsza.

Na mocy chinskiego twierdzenia o resztach istnieje rozwigzanie uktadu
kongruencji

{ n=16 (mod p), 1)

n=1 (mod p—1),

przy czym mozna zaltozy¢, ze n>2. Poniewaz p jest nieparzysta liczba pierwsza,
z pierwszej kongruencji wnioskujemy, ze liczba n nie jest podzielna przez p.
Z drugiej kongruencji uktadu (1) wynika, ze

n"=1(mod p—1), czyli n"=k-(p—1)+1

dla pewnej dodatniej liczby catkowitej k.
Z pierwszej kongruencji ukladu (1) oraz malego twierdzenia Fermata
otrzymujemy
n®" =pkE=DF = (PR =18 .16 =16 (mod p),
co konczy rozwigzanie zadania.

Uwaga
Zamiast powolywac sie na chinskie twierdzenie o resztach, mozna po pro-
stu wskaza¢ rozwiazanie ukladu (1), a mianowicie n=s-p(p—1)—15p+ 16.

Zadanie 28. Dany jest réznoboczny trojkat ostrokatny ABC wpisany w okrag o.
Proste zawierajace srodkowe AD, BE, C'F tego trbjkata przecinaja
okrag o odpowiednio w punktach K, L, M réznych od A, B, C.
Prosta przechodzaca przez A i réwnoleglta do BC' przecina okrag o
w punkcie P. Analogicznie dla punktéw B i C definiujemy odpo-
wiednio punkty @ i R. Wykaz, ze proste K P, LQ, MR przecinaja
sie w jednym punkcie.

Rozwigzanie

Niech a, b, ¢ beda prostymi stycznymi do okregu o odpowiednio w punk-

tach A, B, C (rys. 28). Oznaczmy przez X, Y, Z odpowiednio punkty przecie-

cia par prostych bic, cia, aib. Wowczas proste AX, BY , CZ sg symedianami

tréjkata ABC. Wobec tego przecinaja sie one w jednym punkcie; oznaczmy

ten punkt przez T

Prosta X D zawiera $rednice okregu o prostopadta do cieciw BC i AP,

wiec jest symetralna tych dwoch odcinkéw (rys. 29). Wobec tego tréjkaty ABX

i PCX sa symetryczne wzgledem prostej X D. Wobec tego $BAD = SCPD

oraz {BX A= JCXP. Pierwsza réwnoéé¢ wraz z faktem, ze SBAK = <BPK

oznacza, ze prosta PK jest symediana trojkata PBC. Stad punkty X, K,

P leza na jednej prostej. Z drugiej rownosci otrzymujemy, ze prosta K P jest

izogonalnie sprzezona do prostej X A w kacie BXC.
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rys. 28

Analogicznie dowodzimy, ze proste LQ i MR sa izogonalnie sprzezone
odpowiednio do prostych Y B i ZC odpowiednio w katach CY A1 AZB.

rys. 29

Wobec tego proste K P, LQ), MR przecinaja si¢ w punkcie izogonalnie
sprzezonym do punktu 7" wzgledem trojkata XY Z.

Zadanie 29. Rozstrzygnij, czy réwnanie
a%ﬁ—i—aéﬁ—l—a?—l—...—!—aé?:62@%2
ma rozwigzanie w dodatnich liczbach catkowitych a1, az, ..., as2.
Rozwigzanie

OdpowiedZ: Ré6wnanie nie ma rozwigzan.

Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zatézmy, ze dane w zadaniu rownanie
ma rozwiazania i spoérdd istniejacych rozwigzan wybierzmy takie, w ktérym
liczba agz jest najmniejsza.

Skorzystajmy z tozsamosci

a'®*—1=(a®+1)-(a*+1)-(a®>+1)-(a+1)-(a—1)
dla nieparzystej liczby catkowitej a. Po prawej stronie wystepuje iloczyn pie-
ciu czynnikéw parzystych, a ponadto jeden z ostatnich dwéch czynnikéw jest
podzielny przez 4. Zatem iloczyn ten jest podzielny przez 2° = 64. Tak wiec
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szesnasta potega liczby nieparzystej daje przy dzieleniu przez 64 reszte 1.
Dodajmy do tego spostrzezenie, ze szesnasta potega liczby parzystej jest po-
dzielna przez 64.

Zatem kazdy z 61 sktadnikéw wystepujacych po lewej stronie danego réw-
nania daje przy dzieleniu przez 64 reszte 0 lub 1. W konsekwencji reszta z dzie-
lenia sumy po lewej stronie réwnania przez 64 jest rowna liczbie nieparzystych
sktadnikéw, jest wiec liczba z zakresu od 0 do 61. Z kolei prawa strona rowna-
nia daje przy dzieleniu przez 64 reszte 0 lub 62. Aby réwnanie bylo spetnione,
obie strony musza by¢ podzielne przez 64, a w konsekwencji wszystkie liczby
ai,az, ..., asz musza by¢ parzyste. Jednak wéwczas liczby a1/2,a2/2, ..., ag2/2
tworzg mniejsze rozwigzanie rownania, whrew zalozeniu o minimalnosci roz-
wigzania wybranego na poczatku dowodu nie wprost.

Zadanie 30. Rozstrzygnij, czy réwnanie
8+b48+c +d120 1:f8 (1)
ma rozwigzanie w dodatnich liczbach calkowitych a, b,c, d, e f
speliajacych warunek NWD(a,b,¢,d, e, f) =1.

Rozwigzanie
OdpowiedZ: Rownanie ma rozwigzania spelniajace warunki zadania.
Ze wzoru dwumianowego Newtona otrzymujemy

(z+y)® =28 +82"y+2825y2 +-5625y> 4702ty * +-5623y° 428229 % +8xy " +1° (2)
oraz
(z—y)® =28 —-82Ty4+2825y% — 56253 +7024y* —5623y° +2822y5 —8xy"+4/5. (3)
Odejmujac stronami réwnosci (2) i (3), dostajemy
(z+1)% —(z—y)® =162Ty + 112253 + 112239 + 16297,
czyli
(x— )8 41627y +1122°y% + 11223y + 162y" = (x +v)°. (4)
Dobierzemy takie liczby z i y, aby sktadniki we wzorze (4) przejely role sklad-
nikéw réwnania (1). Niech
r=2" oraz y="T" (5)
Przyjmiemy
a=|z—y|=|2" -7, f=z+y=2"+7" (6)
oraz
b48 — 16[1372/ — 27n+4 . 7/6,
49 — 1121,53/3 — 25n+4 . 73k+1
21 — 1121,33/5 :23n+4.75k+1’ (7>

d120 _gntd Tk

= 16xy
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Aby liczby b, ¢, d i e okre§lone réwnaniami (7) byly catkowite, liczby n i k
musza spelniaé¢ nastepujace uktady kongruencji:

Tm+4=0
Sn+4=0
n+4=0
n+4=0
oraz
k=0
3k+1=0
5k+1=0
k=0

(mod 48),
(mod 49),
(mod 121),
(mod 120)

(9)

Mnozac obie strony pierwszych trzech kongruencji uktadu (8) odpowied-
nio przez 7, 10 i 81, otrzymujemy réwnowazny uktad

n+28=0
n+40=0
n+82=0

n+4=0

(mod 48),
(mod 49),
(mod 121),
(mod 120),

(10)

ktory na mocy chinskiego twierdzenia o resztach ma rozwiazanie calkowite

dodatnie n.

Podobnie, mnozac obie strony ostatnich trzech kongruencji uktadu (9)
odpowiednio przez 33, 97 i 103, otrzymujemy réwnowazny uktad

k=0
kE+33=0
k+97=0
k=0

(mod 48),
(mod 49),
(mod 121),
(mod 120),

(11)

ktory na mocy chinskiego twierdzenia o resztach ma rozwiazanie calkowite

dodatnie k.

Przyjmujac za n i k dowolne rozwiazania uktadéw kongruencji (10) i (11),
otrzymujemy rozwiazanie réwnania (1) dane wzorami (5), (6) i (7).

Uwagi
Przyjmujac = =2"-

8240~49-121 —9on. 81422960

7k . 41422960

oraz y = , gdzie

liczba s jest niepodzielna przez 7, a t jest nieparzysta liczba wzglednie pierwsza
z s, otrzymujemy nieskonczong rodzine rozwigzan.

Trzy inne rodziny rozwiazan otrzymamy, dokonujac w réwnaniach (7)
zamiany lewych stron $rodkowych rownan lub zamiany lewych stron skrajnych
rownan lub obu tych zamian jednoczesnie.
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Zadanie 31. W szesciokgcie wypuktym ABCDEF punkty K, L, M, N, O, P
sg $rodkami odpowiednio przekatnych AC', BD, CE, DF, EA, FB.
Wyznacz stosunek pola szesciokata K LM NOP do pola szeSciokata
ABCDEF.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez « miare nie wigkszego z katow miedzy prostymi AFE
i BF. Poniewaz AE || KM oraz BF || LN, wigc kat miedzy prostymi KM
i LN réwniez ma miare o (rys. 30). Ponadto, KM = L AE oraz LN = i BF.

rys. 30

Korzystajac ze wzoru %ab sin ¢ na pole czworokata o przekatnych dlugosci
a, b przecinajacych sie pod katem ¢, uzyskujemy
[KLMN]= L -KM-LN -sina= L AE BF -sina = 1[ABEF],
2 2 2 2 4
gdzie [F] oznacza pole figury F. Analogicznie dochodzimy do wniosku, ze
[NOPK]= i[BC’DE]. Laczac dwie uzyskane réwnoéci pdl, otrzymujemy

[KLMNOP]=[KLMN]+|NOPK]=- ([ABEF|+[BCDE))=~[ABCDEF],

1 1
4 4
skad wniosek, ze szukany stosunek pél wynosi 1/4.
Uwaga
Przedstawione rozumowanie jest poprawne réwniez w przypadku, gdy co
najmniej jeden z czworokatéw K LM N, NOPL jest wklesty.



Regulamin meczu matematycznego

Ustalenia wstepne

1. W meczu biora udzial dwie druzyny. Kazda z druzyn wybiera ze swo-
jego grona Kapitana.

2. W pierwszej fazie meczu obie druzyny rozwiazuja 11 zadan dostarczo-
nych przez Jury i przygotowuja sie do zreferowania rozwigzan przy tablicy.
Druga faza meczu jest rozgrywka.

Rozgrywka

3. Ekipy na przemian wywoluja druzyne przeciwng do zreferowania przy
tablicy rozwiazania jednego z niewybranych dotad zadan. Numer zadania jest
wybierany przez druzyne wywotujaca. Wywolywanie rozpoczyna druzyna wy-
losowana tuz przed rozgrywka.

4. Druzyna wywotlana do rozwiazania zadania deklaruje, czy przyjmuje
zadanie. Dalszy przebieg rozgrywki zalezy od decyzji druzyny wywolane;j.

Jesli druzyna wywolana przyjmuje zadanie...

5. Druzyna wywolana staje si¢ druzyna referujaca.

6. Zawodnika druzyny referujacej, ktéry przedstawia rozwiazanie przy
tablicy, wyznacza Kapitan druzyny przeciwne;j.

7. Zawodnik moze byé¢ wyznaczony jedynie wtedy, gdy kazdy zawodnik
z jego druzyny zakonczyt referowanie zadania nie mniej razy niz on. Nie mozna
wyznaczy¢ zawodnika po raz drugi do tego samego zadania. Jezeli do refero-
wania wyznaczono Kapitana, wskazuje on na czas pobytu pod tablica swego
zastepce.

8. Osoba referujaca nie moze korzystaé z notatek, ani konsultowaé sig
ze swoja druzynag. Druzyna przeciwna nie moze przeszkadzaé¢ lub przerywaé
referujacemu.

9. Kapitan druzyny referujacej moze odwotywaé osoby referujace dowolng
liczbe razy. Takze osoba referujaca moze zrezygnowaé z referowania. Wowczas
Kapitan druzyny przeciwnej wskazuje kolejng osobe druzyny referujacej do
kontynuowania rozwigzania przy tablicy na zasadach opisanych w punktach
7 i 8. Druzyna zmieniajaca referujacego traci n punktéw przy swojej n-tej
zmianie w czasie meczu.

10. Laczny czas na zreferowanie rozwigzania przez druzyne referujaca
wynosi 10 minut. Po uplywie tego czasu Jury moze przerwaé referowanie,
poprosié¢ o streszczenie dalszej czesci rozwigzania lub pozwoli¢ na dalsze refe-
rowanie, w zaleznosci od tego, czy rozwiazanie zdaniem Jury rokuje nadzieje
na poprawnosé i zbliza sie do konca.

11. Po oznajmieniu przez referujacego, ze referowanie rozwiazania zostato
zakonczone, druzyna przeciwna moze zglosi¢ zastrzezenia co do poprawnoéci
rozwigzania, a nastepnie referujacy odpowiada na te zastrzezenia.



12. Jezeli podczas dyskusji druzyna wywotujaca zwrécila uwage na bledy
lub luki dyskwalifikujace rozwiazanie, ma ona prawo do zreferowania brakuja-
cych czesci rozwigzania na zasadach okreslonych w punktach 6 — 11.

13. Ostatecznie Jury ocenia zaprezentowane referaty oraz dyskusje i przy-
znaje obu druzynom nieujemne liczby punktéw o sumie nie przekraczajacej 10
punktéw. Druzyna, ktéra przedstawita poprawne rozwiazanie, otrzymuje co
najmniej 7 punktéw.

Jesl druzyna wywolana nie przyjmuje zadania...

14. Druzyna wywolujaca staje sie druzyng referujaca i prezentuje rozwia-
zanie zgodnie z zasadami okreslonymi w punktach 6 — 11.

15. Ostatecznie Jury przyznaje druzynie referujacej od 7 do 10 punktéw,
jezeli zaprezentowane rozwiazanie jest poprawne, albo —10 (minus dziesiec)
punktow w przeciwnym przypadku. Jury moze réowniez przydzieli¢ druzynie
przeciwnej punkty za wskazanie luk lub bledéw w przedstawionym rozwigza-
niu.

Ustalenia koncowe

16. Rozgrywka konczy sie po wywotaniu 8 zadan. W przypadku remisu
wywoluje sie dodatkowo 2 zadania.

17. Przewodniczacy Jury moze nalozy¢ kare punktows na druzyne za
niezgodne z niniejszym regulaminem zachowania jej zawodnikow.

18. Interpretacja regulaminu nalezy do przewodniczacego Jury.
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