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Rozwigzania zadan konkursowych

1. Jag ma monety o ltacznej wartosci rownej doktadnie 100 zlotych, przy czym kazda
z tych monet jest dwuzlotéwka albo piecioztotowka. Wykaz, ze Jas moze sposréd tych monet
wybraé takie, ktorych taczna wartosé jest rowna doktadnie 50 zlotych.

Rozwigzanie

Sposob 1

Jezeli Jag ma co najmniej 10 piecioztotowek, to 50 zt moze uzyskaé¢ wybierajac 10 z nich.

Jezeli Jag ma co najmniej 25 dwuzlotéwek, to 50zt moze uzyskaé wybierajac 25 z nich.

Uzasadnimy, ze Jas moze dokona¢ co najmniej jednego z wyboréw opisanych powyzej.
Istotnie, gdyby Jas mial mniej niz 10 pieciozlotéwek i jednocze$nie mniej niz 25 dwuztotowek,
to tacznie miatby mniej niz 10-5+25-2 =100 ztotych.

Sposob 11

Oznaczmy przez d liczbe dwuztotéwek, a przez p — liczbe pieciozlotéwek posiadanych
przez Jasia. Z warunkéw zadania wynika, ze 2d+ 5p = 100. Zatem d jest liczba podzielna
przez 5 oraz p jest liczba parzysta.

Jezeli d jest liczba parzysta, to Jas moze wybraé %p piecioztotowek oraz %d dwuzlotéwek.

Jezeli z kolei d jest liczba nieparzysta, to d > 5, gdyz d jest liczba podzielna przez 5.
W konsekwencji %(d—l— 5) jest liczba catkowita nie wigksza od d. Ponadto d <45, wiec p > 2,
czyli (p—2) jest liczbg calkowita nieujemna. Zauwazmy, ze

2d+10+5p—10 2d+5p
2 2

2.1(d+5)+5-L(p—2)= 50.

Jas moze zatem wybraé %(d—f—’{)) dwuzlotéwek oraz %(p—Z) piecioztotowek, aby uzyskaé
doktadnie 50 ztotych.

2. Dodatnia liczba catkowita n jest 21 razy wieksza od sumy swoich cyfr. Udowodnij, ze
liczba n jest podzielna przez 9.

Rozwigzanie

Sposdb 1

Oznaczmy przez s sume cyfr liczby n. Skoro n=21s=3-7s, to n jest liczba podzielna
przez 3. Na mocy cechy podzielnosci przez 3 réwniez s jest liczba podzielna przez 3, czyli
s =3k dla pewnej liczby catkowitej k. Wobec tego n=63k=9-7k jest liczba podzielng przez 9.

Sposob 11
Wykorzystamy nastepujacy fakt: po pomniejszeniu dodatniej liczby catkowitej o jej sume

cyfr, uzyskujemy liczbe podzielna przez 9. Zatem liczba n— 2—11n = %n jest podzielna przez 9,

czyli %n =9k dla pewnej liczby catkowitej k. Stad 20n =189k i w konsekwencji — skoro 20

oraz 189 nie maja wspoélnych dzielnikéw pierwszych — liczba n dzieli si¢ przez 189 =9-21.

Uwaga
Mozna udowodnié, ze jedyna liczba n spelniajaca warunki zadania jest 378 =21-(34748).
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3. Kazda z pieciu os6b napisata na tablicy, ilu znajomych ma wsréd czterech pozostatych
0s6b (jezeli osoba A zna osobe B, to osoba B zna osobe A). Cztery z napisanych liczb sa
rowne 1. Wyznacz wszystkie mozliwe wartosci piatej liczby. Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie

Sposob 1

Oznaczmy przez J grupe czterech osob, ktére napisaty na tablicy liczbe 1. Rozwazmy, ile
relacji znajomosci jest w obrebie grupy J. (Na ilustracjach kropki oznaczaja osoby, a odcinki
symbolizuja znajomosci.)

o Jezeli w J sa dwie pary znajomych, to piata osoba nie zna zadnej z nich, wiec ma 0

znajomych posréd pozostatych oséb (rys. 1).

o Jezeli w J jest jedna para znajomych, a pozostate dwie osoby nie sg znajomymi, to
jedynym znajomym kazdej z nich jest piata osoba. W tym wypadku ta osoba ma 2
znajomych posréd pozostaltych (rys. 2).

o Jezeli zadne dwie osoby w J nie sa znajomymi, to jedynym znajomym kazdej z nich
jest piata osoba — ta osoba ma wiec 4 znajomych posréd pozostalych (rys. 3).

*—o *—o
v I Jf
*—o
° K\/’
rys. 1 rys. 2 rys. 3
Sposdéb 11

Oznaczmy przez x szukang wartosé. Wowczas x jest liczba catkowita oraz 0 <z <4.

Zauwazmy, ze suma pieciu liczb napisanych na tablicy jest dwa razy wieksza od liczby
wszystkich znajomosci w rozwazanej grupie. To oznacza, ze liczba 1+1+1+14+x =44z jest
parzysta. W konsekwencji liczba z jest parzysta, wiec nie moze by¢ rowna 1 ani 3.

Aby uzasadnié, ze kazda z liczb 0, 2 lub 4 jest w istocie mozliwa wartoécia x, wystarczy
podaé¢ odpowiednie przyklady ukladéw znajomosci (sa one przedstawione na rys. 1-3).

4. Niezerowe liczby rzeczywiste a, b spelniaja warunek (a+b%)(a®+b3) = a* +b°. Wykaz,
ze b<O.

Rozwigzanie
Przeksztalcamy dany warunek réwnowaznie:

(a+b*)(a®+b%) =a* +1°,
a(a® +03) +b%(a® +b3) =at +b°,
at+ab® +a? +b° =at +b°,
ab®+a’b* =0,
ab®(b+a*) =0.
Poniewaz a # 0 oraz b# 0, wiec z ostatniej réwnoéci wynika, ze b+ a? =0, czyli b= —a?.
Poniewaz a? > 0 dla kazdej liczby a réznej od zera, wiec b < 0.
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5. Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i CD. Punkt P znajduje sie wewnatrz
trapezu ABC D, przy czym

AB=BP, DC=CP oraz <BPC=90°.

Oblicz miare kata APD.

Rozwigzanie

Sposdb 1
Niech @) bedzie takim punktem, ze odcinek PQ jest rownolegly do podstaw trapezu i prze-
cina ramie AD (rys. 4). Przyjmijmy oznaczenia <BAP =« oraz SCDP = 3.

A B
rys. 4
Skoro AB = BP oraz DC =CP, to SAPB =« oraz <DPC = 3. Skoro odcinek PQ jest

réwnolegly do podstaw trapezu, to YAPQ =« oraz SDPQ = 3.
Zauwazmy, ze suma miar katéw zaznaczonych wokot punktu P jest rowna 360°, czyli

204+26490° =360°, skad a+B=135°.

Pozostaje zauwazyé, ze SAPD =a+ 3 =135°.

Sposob 11

Podobnie jak w pierwszym sposobie przyjmijmy oznaczenia <{BAP = SAPB = o oraz
JCDP =<4DPC = 8.

W tréjkatach réwnoramiennych ABP oraz C'DP spelnione sa réwnosci <ABP =180° —2a
oraz SDCP=180°—-23. W tréjkacie prostokgtnym BC P mamy ¥PBC+<PCB+90°=180°,
skad SPBC + 4PCB =90°. Wykorzystujac fakt, ze w trapezie ABCD suma miar katéw
wewnetrznych przylegtych do ramienia BC' jest réwna 180°, uzyskujemy

180°=<ABC+<YBCD =<ABP+<JPBC+<PCB+<DCP=
=180° — 2 +90° +180° — 23 = 450° — 2(a+ f3),

skad o+ (3 =135°. Wobec tego

JAPD =360° —90° — (o + 3) = 270° — 135° = 135°.
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6. Dana jest liczba calkowita n o tej wlasnosci, ze liczba 2n jest sze$cianem liczby cal-
kowitej, a liczba 3n jest kwadratem liczby catkowitej. Udowodnij, ze liczba n jest podzielna
przez 108.

Rozwigzanie

Sposob 1

Skoro liczba 3n jest podzielna przez 3 i jest kwadratem liczby calkowitej, to 3n jest liczba
podzielng przez 9. W konsekwencji n jest liczba podzielng przez 3.

Skoro liczba parzysta 2n jest szesScianem liczby calkowitej, to 2n jest liczba podzielna
przez 8. Wobec tego n jest liczbg podzielna przez 4.

Podobnie skoro liczba 2n jest podzielna przez 3 i jest szescianem liczby catkowitej, to jest
podzielna przez 27. W konsekwencji liczba n jest podzielna przez 27.

Poniewaz n jest liczba podzielna zaréwno przez 4, jak i przez 27, to jest liczba podzielna
przez najmniejsza wspélna wielokrotnosé tych dwoch liczb, czyli NWW (27,4) =27-4=108.

Sposob 11
Niech k, £ beda takimi liczbami calkowitymi, ze 2n= k> oraz 3n=/¢?. Wtedy %k:?’ =n= %52,
skad uzyskujemy
3k% =20°.

Wynika z tego, ze liczba k jest parzysta, a liczba ¢ jest podzielna przez 3, czyli k= 2a oraz
¢ =3b dla pewnych liczb catkowitych a, b. Powyzsza rownos¢ przybiera postac

2403 =18b%, czyli 4a®=3b°.

Stad wynika, ze a jest liczba podzielng przez 3. Zatem a = 3¢ dla pewnej liczby catkowitej c.
Z powyzszych rozwazan wynika, ze

n=31k*=1.(2a)>=4a®=4-(3¢c)> = 108c>.

7. Miary katéw wewnetrznych tréjkata ostrokatnego sa réwne a°, b°, c°. Wykaz, ze istnieje
trojkat o bokach dtugosci a, b, c.

Rozwigzanie
Z warunkéw zadania wynika, ze 0 <a <90, 0<b<90, 0<c<90 oraz a+b+c=180. Tréjkat
o bokach dlugodci a, b, c istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sa nieréwnosci

a+b>c, b+c>a, c+a>Db.

Korzystajac z réwnosci a+b=180—c, pierwsza z powyzszych nieréwnosci mozna przeksztalcié
rownowaznie kolejno do postaci

180 —c>c,
180 > 2¢,
90 > c.

Ostatnia nieréwnos¢ wynika wprost z zatozen zadania. Pozostale dwie nieréwnosci mozna
uzasadni¢ w pelni analogicznie.
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