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1. Do trzech pudetek rozdzielono 7 kul, nie pozostawiajac zadnego pudetka pustego.

Wynika z tego, ze

N | a) w pewnym pudeltku znajduje sie dokladnie jedna kula;

Z

b) w pewnym pudeltku znajduje si¢ parzysta liczba kul;

N | ¢) w pewnych dwéch pudetkach znajduje sie tyle samo kul.

Komentarz
a) Jezeli liczby kul w pudelkach sa réwne 2, 2, 3, to w zadnym pudetku nie znajduje

si¢ doktadnie jedna kula.
b) Jezeli liczby kul w pudetkach sa réwne 1, 3, 3, to w kazdym pudetku znajduje sie

nieparzysta liczba kul.
c) Jezeli liczby kul w pudetkach sa réwne 1, 2, 4, to w kazdym pudelku znajduje sie

inna liczba kul.

Uwaga
Sa tylko cztery mozliwe uktady liczb kul w pudetkach spekliajace warunki zadania.

Oprécz przedstawionych powyzej, jest jeszcze uktad 1, 1, 5.

2. Istniejg takie dwadziescia dwie liczby calkowite, ze iloczyn wszystkich tych liczb

jest rowny —1, a ich suma jest rowna

T | a) —20;

N| b) —21;

N| ¢) —22.
Komentarz

Tloczyn liczb catkowitych jest réwny —1 wtedy i tylko wtedy, gdy kazda z tych liczb
jest réwna 1 lub —1, a ponadto liczba czynnikéw rownych —1 jest nieparzysta.

a) Jezeli jedna z danych liczb jest réwna 1, a pozostale sa réwne —1, to iloczyn tych
liczb jest réwny —1, a ich suma jest rowna 1+21-(—1)=—20.

b) Suma 22 liczb nieparzystych jest zawsze liczba parzysta, wiec rézna od —21.

c) Jezeli suma 22 liczb réwnych 1 lub —1 jest réwna —22, to wszystkie te liczby sa

réwne —1. Jednak wéwczas ich iloczyn jest rowny 1. To oznacza, ze 22 liczby catkowite

o iloczynie —1 nie moga mie¢ sumy réwnej —22.
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Uwaga

Mozna uzasadni¢, ze jezeli pewne 22 liczby spelniaja warunki zadania, to ich suma jest
liczba podzielng przez 4, co stanowi inng metode wykluczenia sumy réwnej —21 lub —22.
Jezeli oznaczymy przez k liczbe czynnikéw rownych —1, to k jest liczba nieparzysta, a 22—k

jest liczba czynnikéw réwnych 1. Wobec tego suma wszystkich 22 liczb jest rowna
kE-(—1)+(22—k)-1=22—-2k=2-(11—k).

Skoro k jest liczba nieparzysta, to liczba 11—k jest parzysta i w konsekwencji liczba 2-(11—k)

jest podzielna przez 4.

3. Istnieje liczba catkowita n o tej wlasnosSci, ze suma cyfr liczby n oraz suma cyfr

liczby n+1 sa obie podzielne przez

T | a)2;

N| b)3;

T| ¢)5
Komentarz

a) Jezeli n=19, to n+1=20 i sumy cyfr tych liczb sa réwne 10 oraz 2 — obie sa
podzielne przez 2.

b) Poséréd liczb n, n+1 co najmniej jedna jest niepodzielna przez 3, wiec na mocy
cechy podzielnosci przez 3 ma sume cyfr niepodzielna przez 3.

c) Jezeli n=49999, to n+1=>50000 i sumy cyfr tych liczb sa réwne 40 oraz 5 — obie

s podzielne przez 5.

Uwaga

Zauwazmy, ze jezeli liczba n jest zakonczona w zapisie dziesiegtnym dokladnie k dzie-
wiatkami, to s(n+1) =s(n)+1—9k, gdzie s(m) oznacza sume cyfr liczby m.

Jezeli zar6wno s(n), jak i s(n+1) sa podzielne przez 5, to ich réznica 9k —1 réwniez
jest podzielna przez 5. Najmniejsze mozliwe k jest réwne 4, wiec liczba n musi konczy¢ sie co
najmniej czterema dziewiatkami. L.atwo bezposrednio sprawdzi¢, ze 49999 jest najmniejszym

mozliwym przyktadem w punkcie c).

4. Kazde pole planszy 4 x 4 pomalowano na bialo albo na czarno w taki sposob, ze
zadne dwa czarne pola nie sasiaduja bokiem oraz kazde biate pole sasiaduje bokiem

z co najmniej jednym polem czarnym. Wynika z tego, ze na tej planszy

T | a) jest co najmniej 8 biatych pol;

Z

b) jest co najmniej 6 czarnych pol;

N | ¢) co najmniej jedno narozne pole jest biale.
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Komentarz

a) Podzielmy plansze na 8 prostokatéow 1 x 2. Zaden z tych prostokatéw nie moze
sktada¢ sie z dwoch czarnych pél, wiec kazdy z nich ma co najmniej jedno pole biate.
Lacznie na planszy jest wiec co najmniej 8 biatych pol.

b) Jezeli na czarno pomalujemy 4 pola przedstawione na rysunku 1, to warunki zadania
beda spetnione.

c) Jezeli na czarno pomalujemy 6 pol przedstawionych na rysunku 2, to warunki za-

dania beda spelnione.

rys. 1 rys. 2

Uwaga

Mozna udowodnié, ze najmniejsza mozliwa liczba czarnych pél to 4 (rysunek 1 poka-
zuje, ze jest mozliwa do uzyskania). Gdyby bowiem byly tylko co najwyzej 3 czarne pola,
to sasiadowalyby bokiem tacznie z co najwyzej 12 bialymi polami, podczas gdy biatych pél

bytoby co najmniej 13 — zatem pewne bialte pole nie sasiadowaloby z zadnym czarnym.

5. Istnieje trojkat prostokatny, w ktéorym dwa boki maja dtugosci catkowite, a trzeci

bok ma dlugosé
T | a)v20;
b) v21;
N | ¢) v22.

Komentarz

—

a) Tréjkat prostokatny o przyprostokatnych dlugosci 4 oraz 2 ma przeciwprostokatna
dtugosci V42 +922 = 1/20.

b) Tréjkat prostokatny o przyprostokatnych diugosci 2 oraz v/21 ma przeciwprosto-
katna dlugosci v22+21=5.

c) Jezeli tréjkat prostokatny o przyprostokatnych dlugoéci a oraz b ma przeciwpro-
stokatna dlugoéci v/22, to a?+b? = 22. Bezposrednio sprawdzamy, ze liczby 22 nie mozna
przedstawi¢ jako sumy dwodch (niekoniecznie réznych) sktadnikéw z listy: 1, 4, 9, 16, wiec

nie jest mozliwe, aby obie liczby a, b byty catkowite.
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Jezeli za$ tréjkat prostokatny o przyprostokatnych dlugosci a oraz /22 ma przeciw-
prostokatng dtugosci ¢, to ¢2 —a? =22, czyli (c—a)(c+a)=22. Gdyby liczby a oraz c byty
catkowite, to liczby c—a oraz c+a bylyby albo jednoczesnie nieparzyste, albo jednoczesnie
parzyste (jako liczby rézniace sie o liczbe parzysta 2a). W pierwszym przypadku ich iloczyn
bylby liczba nieparzysta, w drugim zas — liczba podzielna przez 4; nie jest wiec mozliwe,

aby byl rowny 22.

Uwaga

Nietrudno sprawdzi¢, ze kwadrat parzystej liczby catkowitej daje przy dzieleniu przez 8
reszte 0 lub 4, a kwadrat nieparzystej liczby calkowitej daje przy dzieleniu przez 8 reszte 1.

Wykorzystujac ten fakt, stwierdzamy, ze liczba bedaca suma dwoch kwadratéow liczb
catkowitych moze przy dzieleniu przez 8 dawaé¢ wytacznie reszte 0, 1, 2, 4 lub 5, wiec nie
moze by¢ rowna 22. Podobnie liczba bedaca réznica dwoch kwadratow liczb catkowitych nie
moze przy dzieleniu przez 8 dawaé reszty 2 ani 6 (wiec ponownie nie moze by¢ réwna 22).

W ten sposéb mozna alternatywnie rozstrzygnaé punkt c).

6. Istnieja takie niezerowe liczby x i y, ze liczba (z+y)? jest réwna

T| a)a?—y?%

T| b) 22

N | ¢) z?+y2
Komentarz

a) Jezeli x =1 oraz y=—1, to (z+y)? =0=2a2 —y2.
b) Jezeli x =1 oraz y = —2, to (v +y)>=1=22.
c) Skoro (x+y)? =22+ 2zy+y?, to réwnosé (z+y)? =x%+y? oznacza, ze 22y =0, a tym

samym z =0 lub y =0. Nie istnieja wiec niezerowe liczby x i y spelniajace te réwnosé.

Uwaga
Réwnoéé (z+y)? = 22 —y? mozna przeksztalci¢ do postaci 2y(z+y) =0, co oznacza,
ze jest spetniona, gdy y=0 lub y = —z. Z kolei (z+y)? =22 mozna przeksztalcié¢ do postaci

y(2z+y) =0, co oznacza, ze jest spelniona, gdy y =0 lub y=—2z.

7. Kwadratowa kartke mozna rozcia¢ na n czesci, z ktérych kazda jest tréjkatem

prostokatnym réwnoramiennym o przyprostokatnej dtugosci 2. Wynika z tego, ze

T | a) pole powierzchni tej kartki jest réwne 2n;

Z

b) liczba 2n jest kwadratem liczby catkowitej;

T | ¢) te sama kartke mozna rozciaé¢ na 2n czesci, z ktorych kazda jest tréjkatem prosto-

katnym o przeciwprostokatnej dtugosci 2.
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Komentarz

a) Pole trojkata prostokatnego réwnoramiennego o przyprostokatnej dlugosci 2 jest
réwne %-2-2 = 2. Wobec tego taczne pole n takich tréjkatéw jest réwne 2n.

b) Kwadrat o przekatnej dlugosci 4 mozna rozcia¢ obiema przekatnymi na cztery
trojkaty prostokatne réwnoramienne o przyprostokatnych dtugosci 2. Wéwcezas dwukrotnosé
liczby uzyskanych czesci jest rowna 8 — nie jest wiec kwadratem liczby catkowite;j.

c) Tréjkat prostokatny réwnoramienny o przyprostokatnej dlugosci 2 mozna rozciaé
wzdluz wysokosci poprowadzonej z wierzchotka kata prostego na dwa tréjkaty prostokatne
réwnoramienne o przeciwprostokatnej dtugosci 2. Jezeli w ten sposéb podzielimy kazda czesé
podziatu opisanego w tresci zadania, otrzymamy rozcigcie na 2n czesci, z ktorych kazda jest

tréjkatem prostokatnym réwnoramiennym o przeciwprostokatnej dtugosci 2.

8. Istnieje dwucyfrowa liczba naturalna o niezerowych cyfrach, ktéora w wyniku za-

miany miejscami swoich cyfr zwieksza sie

T | a)o 20%;

N | b) o 25%;

T | ¢)o 75%.
Komentarz

b) Liczba dwucyfrowa o cyfrze dziesiatek réwnej a oraz cyfrze jednosci réwnej b jest

réwna 10a+b, a liczba uzyskana w wyniku zamiany miejscami jej cyfr to 10b+a. Jezeli a

oraz b sa niezerowe, to warunek 10b+a = 100 (10a+b) mozna przeksztalcié¢ réwnowaznie
kolejno do
5 a 35
1Ob+a:Z(10a+b), 400+ 4a = 50a + 5b, 35b=46a, =16

Otrzymany utamek jest nieskracalny, wiec nie jest réwny ilorazowi liczb jednocyfrowych.

20
a) Liczba 45 spelnia warunki zadania, gdyz 54 =454+9 =45+ — -45.

100

75
c¢) Liczba 12 spelnia warunki zadania, gdyz 21 =124+9=12+ Too" 12.
Uwaga

Przyktad przedstawiony w punkcie a) jest jedyny, a w punkcie ¢) szukana wlasnosé
majg ponadto liczby 24, 36, 48. Aby odnalezé te przyktady, mozna przeksztalcié réwnosci
analogiczne do tej zapisanej w rozwiagzaniu punktu b).

Mozna takze oprze¢ rozumowanie na obserwacji, ze réznica miedzy liczbami 10b+a
oraz 10a+b jest réwna 9(b—a), wiec jest podzielna przez 9.

W punkcie a), jezeli istnieje liczba spelniajaca warunki zadania, to 20% tej liczby jest

podzielne przez 9. Zatem sama liczba jest podzielna przez 45. Po uwzglednieniu warunku
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a < b (oznaczajacego, ze liczba w wyniku zmiany miejscami cyfr wzrosta) oraz niezerowosci
cyfr pozostaje tylko jedna kandydatura: 45, ktéra rzeczywiscie spetnia warunki zadania.
Podobnie w punkcie b) 25% szukanej liczby musialoby by¢ podzielne przez 9, wiec
sama liczba musiataby by¢ podzielna przez 36. Po uwzglednieniu warunku a < b pozostaje
tylko liczba 36, ktora jednak nie speilnia warunkéw zadania, gdyz liczba 63 jest od niej

wieksza o 75%, a nie o 25%.

9. Istnieje taki pieciokat, w ktérym

N | a) dlugo$¢ pewnego boku jest rowna sumie dtugosci pozostaltych czterech bokéw;

T | b) suma dlugosci pewnych dwoch sasiednich bokéw jest réwna sumie dlugosci pozo-

statych trzech bokow;

T | c) miara pewnego kata wewnetrznego jest rowna sumie miar pozostalych czterech

katéw wewnetrznych.

Komentarz
a) Dlugosé tamanej taczacej dwa punkty, ktéra nie jest zawarta w odcinku taczacym

te punkty, jest wieksza od dtugosci tego odcinka.

E
A D
3 3
A D 5
2 2
o o
B 2 C B C
rys. 3 rys. 4

b) Rozwazmy kwadrat ABC'D o boku dlugosci 2 oraz taki punkt E na zewnatrz tego
kwadratu, ze AE=DFE =3 (rys. 3). Wowczas

AE+DE=3+3=24242=AB+BC+CD.

¢) Rozwazmy kwadrat ABC D oraz punkt S bedacy $rodkiem tego kwadratu (rys. 4).
Woéwcezas w pieciokacie wklestym ABC DS miara kata wewnetrznego przy wierzchotku S
jest rowna 270° i jest réwna sumie miar katow wewnetrznych przy pozostatych czterech

wierzcholkach:

ISAB+SABC+<BCD+<CDS =45° +90° 4+90° +45° = 270°.
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Uwaga
Suma miar katéw wewnetrznych w kazdym pieciokacie jest réwna 540°. Wobec tego
w punkcie ¢) stosowny przyklad stanowi dowolny pieciokat, ktorego jeden z katéw wewnetrz-

nych ma miare 270°.

10. Liczby rzeczywiste a, b spetniajg nieréwnosci a? > b? i a+b< 0. Wynika z tego, ze

N| a)a>b;
b) ab> 0;

T| ¢) a®<b?.

Z

Komentarz

a), b) Jezeli a=—2, b=1, to warunki zadania sa spelnione, a przy tym a<biab=—-2<0.

c) Pierwszy warunek mozemy przeksztalcié do postaci a®—b2>0, czyli (a—b)(a+b) >0.
Jezeli czynnik a+b jest liczba ujemna, to iloczyn (a—0b)(a+b) jest dodatni tylko wtedy, gdy
czynnik a —b jest ujemny. To oznacza, ze a —b <0, czyli a <b.

Skoro a+b <0, to co najmniej jedna z liczb a, b jest ujemna. Jezeli liczba a jest ujemna,
a liczba b jest nieujemna, to a® <0< b3. Jezeli za$ obie liczby a i b s ujemne, to z nieréwnoéci

a < b wynika, ze |a| > |b|. W konsekwencji —a® = |a|> > |b|> = —b3, czyli a® < b3.

Uwaga
Przedstawiony argument pokazuje réwniez, po osobnym rozpatrzeniu nietrudnego przy-
padku 0 <a < b, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a < b zachodzi a® < b3. Dla kwadratéw

analogiczny fakt jest prawdziwy, jezeli zalozymy dodatkowo, ze liczby a, b sa nieujemne.

11. W kazde pole tablicy 3 x 3 wpisano liczbe catkowita w taki sposéb, ze suma liczb

w kazdym wierszu jest parzysta. Wynika z tego, ze:

T | a) istnieja co najmniej trzy rézne pola, w ktére wpisano liczbe parzysta;

H

b) istnieje kolumna zawierajaca trzy liczby o parzystej sumie;

T | c) istnieja dwa wiersze zawierajace szesé liczb o sumie podzielnej przez 4.

Komentarz

a) W kazdym wierszu tablicy znajduja sie trzy liczby o parzystej sumie, wiec co naj-
mniej jedna z tych liczb jest parzysta — gdyby wszystkie trzy byly nieparzyste, ich suma
bytaby nieparzysta. To oznacza, ze istnieja co najmniej trzy rézne pola, w ktére wpisano

liczby parzyste.
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b) Suma wszystkich liczb w calej tablicy S jest liczba parzysta, gdyz jest suma trzech
liczb parzystych (sum w wierszach). Gdyby suma liczb w kazdej kolumnie byta nieparzysta,
to S, jako suma trzech liczb nieparzystych, bytaby nieparzysta. To oznacza, ze co najmniej
jedna kolumna zawiera trzy liczby o parzystej sumie.

c¢) W kazdym wierszu suma liczb jest liczba parzysta, wiec daje reszte 0 lub 2 przy
dzieleniu przez 4. Jezeli pewne dwa wiersze maja sumy podzielne przez 4, to suma szeSciu
liczb w tych dwoch wierszach réwniez jest podzielna przez 4. Jezeli za$ jest co najwyzej jeden
wiersz o sumie podzielnej przez 4, to sa co najmniej dwa wiersze o sumie dajacej reszte 2
przy dzieleniu przez 4. Suma szesciu liczb w takich dwoch wierszach jest liczba podzielna

przez 4.

12. Dany jest trapez ABC'D o podstawach AB i CD, w ktérym AB = AC = BD.
Wynika z tego, ze

T | a) LBAD >60°;
N| b) BC<CD;
T | c¢) pole trojkata ABD jest wieksze od pola tréjkata BC'D.

Komentarz

a) Przyjmijmy oznaczenie ¥BAD =« (rys. 5). Skoro trapez ABCD ma przekatne
réwnej dlugoéci, to jest trapezem réwnoramiennym, wiec ABC = a. Skoro AB = BD, to
JADB=a i $ABD =180° — 2a.. Zatem nieréwnos$é¢ SABC > SABD przybiera postaé

a>180°—2«a, czyli a>60°.

rys. rys. 6

b) Nieréwnosé¢ BC < CD jest réwnowazna nieréwnoséci BDC < ICBD, gdyz w tréj-
kacie BC'D naprzeciw wigkszego kata lezy diuzszy bok. W terminach przyjetych wyzej

oznaczen mamy

IBDC =<4ABD =180°—2a oraz JICBD =a—(180° —2a) = 3a—180°.
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Wobec tego powyzsza nieréwno$é jest spelniona doktadnie wtedy, gdy
180° —2a <3a—180°, czyli «a>72°.

Przyktad, w ktorym nieréwnosé¢ BC' < C'D nie jest spetniona, otrzymamy, gdy 60° <a <72°.

Przyktadowo niech ABD bedzie tréjkatem, w ktérym $BAD = SADB = 70°, oraz
niech C' bedzie punktem symetrycznym do D wzgledem symetralnej odcinka AB (rys. 6).
Trapez ABCD spelia warunki zadania, ale $CDB =40° > 30° = SCBD, wiec BC > CD.

c) W tréjkacie réwnoramiennym ABD kat miedzy podstawa a ramieniem jest ostry,
skad SBAD <90°. W konsekwencji katy trapezu réwnoramiennego ABCD przy podstawie
AB sa ostre, a zatem podstawa AB jest dtuzsza od podstawy C'D. Wysokos¢ trojkata ABD
opuszczona na podstawe AB jest réwna wysokosci trojkata BC' D opuszczonej na podstawe
CD (jest to odlegto$é miedzy prostymi AB i CD), wiec wieksze pole ma ten z tych dwoch
tréjkatow, ktéry ma diuzsza podstawe. To oznacza, ze pole tréjkata ABD jest wieksze od
pola trojkata BC'D.

Uwaga
Warunki zadania mozna réwniez zilustrowac¢ nastepujaca konstrukcja. Narysujmy odci-
nek AB oraz, po tej samej stronie prostej AB, dwa tuki okregéw o érodkach A, B i promieniu

AB. Niech E bedzie punktem wspélnym tych tukéw (rys. 7).

rys. 7

Jezeli przetniemy te figure prosta rownolegta do AB, przecinajaca tuki odpowiednio
w punktach D i C, to otrzymamy trapez ABCD. 7 konstrukcji mamy BD = AB = AC.
W ten spos6éb mozna otrzymac kazdy trapez spetniajacy warunki zadania.

Konstrukcja ta daje intuicje stojaca za przykladem skonstruowanym w punkcie b).
Jezeli prosta C'D poprowadzimy dostatecznie blisko punktu E, to odcinek C'D bedzie bardzo
krotki, podczas gdy odcinek BC' pozostanie znacznie dtuzszy. Otrzymamy wiec trapez, dla
ktorego BC' > CD.
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1 1 1 1
13. Dodatnie liczby calkowite a, b sa takie, ze —+ 712 + oY Wynika z tego, ze
a

N | a) liczby a oraz b sa rozne;

Z

b) liczba a-+b jest parzysta;

N | c¢) liczba a-b jest niepodzielna przez 5.

Komentarz
g o1 13 1
auwazmy, ze 15+ o0 =5, =g
1
a) Jezeli a=b=16, to 6 + 6= % oraz liczby a i b sa roOwne.
1 1
b) Jezeli a=9 oraz b="72, to gty =7 oraz liczba a+b =281 jest nieparzysta.
1 1 1
c) Jezeli a=10 oraz b=40, to 0 + 0°-38 oraz liczba a-b=400 jest podzielna przez 5.
Uwaga
1 1 1
Aby znalezé wszystkie rozwigzania rownania — + 7% mozna postapi¢ nastepujaco.
a
1 1 1
Po pierwsze zauwazamy, ze jezeli a, b spelniaja to réwnanie, to — < 3 oraz 7 < 3’ skad a >8
a

oraz b > 8. Réwnowaznie przeksztalcamy réwnanie kolejno do postaci
8a+8b=ab, 0=ab—8a—8b, 64=ab—8a—8b+64, 64=(a—8)(b—3).

Skoro a > 8, b> 8, to czynniki a —8 oraz b— 8 sa dodatnimi liczbami catkowitymi. Liczba
64 ma (z doktadno$cia do kolejnosci) nastepujace przedstawienia w postaci iloczynu dwoch
takich liczb: 1-64, 2-32, 4-16 oraz 8-8. To oznacza, ze wszystkimi parami (a,b) spelniajacymi
warunki zadania, w ktérych a <b sa: (9,72), (10,40), (12,24), (16,16).

14. Piotr zaznaczyl na kartce cztery rézne punkty, z ktérych zadne trzy nie lezg na
jednej prostej. Nastepnie kazde dwa z tych punktéw potaczyt odcinkiem. Okazato
sie, ze posréd dlugosci tych odcinkéw wystepuja tylko dwie rézne liczby. Wynika

7 tego, ze

N | a) pewne dwa z narysowanych odcinkéw sa prostopadle;

N | b) pewne dwa z narysowanych odcinkéw maja punkt wspdlny niebedacy koncem zad-

nego z nich;

N | c¢) pewne trzy z zaznaczonych punktéw sa wierzchotkami tréjkata réwnobocznego.

Komentarz

a), ¢) Jezeli Piotr zaznaczyl cztery sposrdd pieciu wierzchotkéw pieciokata foremnego,
to wérod narysowanych odcinkéw wystepuja tylko dwie dlugosci: dlugosé boku i dtugosé
przekatnej pieciokata. Zadne dwa z narysowanych odcinkéw nie sa prostopadte i zadne trzy

z zaznaczonych punktéw nie sa wierzchotkami trojkata rownobocznego.

/Sm\\ Stowarzyszenie
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b) Jezeli Piotr zaznaczyl wierzcholki oraz srodek pewnego tréjkata réwnobocznego,
to wéréd narysowanych odcinkéow wystepuja tylko dwie dtugosci: dlugosé boku trojkata
oraz odlegloéé jego érodka od wierzchotka. Zadne dwa z narysowanych odcinkéw nie maja

punktow wspdélnych poza koncami.

Uwaga

Na rysunku 8 przedstawiono wszystkie (z doktadnoscia do podobienstwa) konfiguracje
4 punktow plaszczyzny, miedzy ktérymi wystepuja tylko dwie rézne odleglosci. Jedna z dtu-
godci zaznaczona jest pogrubiona linia, a druga — przerywana. Pierwsze dwie konfiguracje

zostaly przywotane w przedstawionych rozwiazaniach.

<>

rys. 8

15. Na powierzchni szeScianu o krawedzi 2 zaznaczono 20 punktéw: wszystkie wierz-
chotki oraz $rodki wszystkich krawedzi. Posrod odcinkéw o obydwu koncach w za-

znaczonych punktach sa doktadnie 24 odcinki o dtugosci

T| a)l;

T | b)2

T| ¢)3
Komentarz

a) Odlegltosé miedzy zaznaczonymi punktami jest réwna 1 dokladnie wtedy, gdy jeden
z nich jest srodkiem pewnej krawedzi szescianu, a drugi — koncem tej krawedzi. Dla kazdej
z 12 krawedzi szescianu sa dwa konce, wiec taczna liczba wszystkich odcinkéw o dlugosci 1
jest rowna 12-2=24.

b) Odleglo$¢ miedzy zaznaczonymi punktami jest réwna 2, jesli sa to konce jednej
z krawedzi sze$cianu (takich par jest 12) lub jedli sa to srodki przeciwlegtych bokéw pewnej
Sciany szescianu (sa dwie takie pary na kazdej Scianie, wiec tacznie takich par jest 6-2=12).
FLaczna liczba odcinkéw o diugosci 2 jest wiec rowna 24.

c¢) Odlegto$¢ miedzy zaznaczonymi punktami jest réwna 3 wylacznie jedli jeden z tych
punktow jest wierzchotkiem sze$cianu, a drugi — $rodkiem jednej z trzech krawedzi wycho-

dzacych z wierzchotka przeciwlegtego do niego. Laczna liczba takich par jest réwna 8-3=24.
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Uwaga

Aby wyczerpujaco uzasadnié, ze odcinki o dtugosciach 1, 2, 3 nie wystepuja w innych
sytuacjach niz opisane w rozwigzaniu, rozpatrzymy wszystkie mozliwe rodzaje odcinkow
ze wzgledu na to, jakiego typu sa ich konce. Jezeli obydwa konice odcinka sa wierzchotkami

szeScianu (rys. 9), to odcinek ten ma dlugosé:

e 2 ody jest krawedzig szescianu;

e 2v/2, gdy jest przekatna pewnej Sciany;

e 2v/3, gdy jest przekatna szescianu.
Jezeli obydwa konce odcinka sg $rodkami krawedzi sze$cianu (rys. 10), to odcinek ten ma
dtugosé:

e /2, gdy sa to $rodki sasiednich bokéw pewnej Sciany;

e 2 ody sa to srodki przeciwleglych bokéw pewnej Sciany;

e /6, gdy sa to srodki pewnej pary krawedzi skoénych;

e 2v/2, gdy sa to $rodki pewnej pary krawedzi przeciwleglych.

Jezeli jeden koniec odcinka jest wierzchotkiem sze$cianu, a drugi — Srodkiem krawedzi

(rys. 11), to odcinek ten ma dlugosé:

e 1, gdy jest to Srodek krawedzi majacej koniec w danym wierzchotku;

e /5, gdy jest to érodek krawedzi zawartej w tej samej $cianie co dany wierzcholek, ale

niekonczacej si¢ w nim;

e 3, gdy jest to $rodek krawedzi wychodzacej z wierzchotka przeciwlegtego.

2v/2

2v3 23 e
V2

[ [ L] ®
2

rys. 9 rys. 10 rys. 11

Ponizsza tabela prezentuje taczna liczbe odcinkéw o poszczegdlnych diugosciach.

dlugos¢ |1 v2 2 V5 V6 2v2 3 2V3

liczba odcinkéw | 24 24 24 48 24 18 24 4
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