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Szkice rozwigzan zadan konkursowych

1. Wyznacz wszystkie takie tréjki (a,b,c) dodatnich liczb catkowitych, ze kazda z liczb
a+b, b+c, c+a oraz a+b+c

jest pierwsza.

Szkic rozwigzania

Sposob 1

Zauwazmy, ze co najmniej jedna z liczb a+b, b+ ¢, c+a jest parzysta. Istotnie, gdyby
wszystkie one byly nieparzyste, to ich suma bytaby tez nieparzysta, gdy tymczasem liczba
(a+b)+(b+c)+(c+a)=2(a+b+c) jest parzysta. Bez straty ogélnosei przyjmijmy zatem,
ze liczba a+b jest parzysta.

Jedyna parzysta liczba pierwsza jest 2, skad otrzymujemy a+b=2, a zatem a=b=1.
Wéwcezas c+a=c+1 oraz a+b+c=c+2 to liczby pierwsze, ktore réznia sie o 1, wiec
mniejsza z nich jest rowna 2, a wieksza 3. Stad uzyskujemy c+1=2, czyli c=1. Bezposrednio
sprawdzamy, ze trojka (a,b,c) =(1,1,1) spelnia warunki zadania.

Sposob 11

Przypusémy, ze co najmniej jedna z liczb a, b, ¢, powiedzmy a, jest nie mniejsza od 2.
Woéwezas liczby a+0b, a+c¢, a+b+c sa pierwsze i nie mniejsze od 3, wiec sa to liczby
nieparzyste. W takim razie liczby (a+b+c¢)—(a+b)=c oraz (a+b+c)—(a+c)="> sa
parzyste, jako réznice liczb nieparzystych. To jednak oznacza, ze b+ c jest liczba parzysta
wieksza od 2, a wiec liczba ztozona. Uzyskana sprzecznos¢ oznacza, ze wszystkie liczby a, b,
¢ sa rowne 1. Bezposrednio sprawdzamy, ze tréjka (a,b,c)=(1,1,1) spelnia warunki zadania.

Sposob 111

Poniewaz a+b-+c jest liczba pierwsza nie mniejsza od 3, wiec jest to liczba nieparzysta.
Stad wynika, ze wérod liczb a, b, ¢ jest parzysta liczba liczb parzystych. Jezeli sa doktadnie
dwie liczby parzyste, to ich suma jest liczbg zlozona, jako liczba parzysta wicksza od 2,
wbrew warunkom zadania.

Wobec tego kazda z liczb a, b, ¢ jest nieparzysta. Suma kazdych dwdch z nich jest z jed-
nej strony liczba pierwsza (co wynika z warunkéw zadania), z drugiej za$ liczba parzysta.
Wobec tego kazda z liczb a+0b, b+c¢, c+a jest réwna 2. Stad wniosek, ze wszystkie liczby
a, b, c sa réwne 1. Bezposrednio sprawdzamy, ze tréjka (a,b,c) =(1,1,1) spelnia warunki
zadania.

2. Dany jest rownolegtobok ABC D. Na bokach AB i AD leza odpowiednio takie punkty
X iY rézne od A, ze AD=DX oraz AB= BY. Udowodnij, ze CX =CY.

Szkic rozwigzania

Sposob 1

Poniewaz DX = AD = BC oraz BY = AB=CD, wiec trapezy BCDX i BCDY sa
réwnoramienne i nie sa réwnolegtobokami (rys. 1). Stad wniosek, ze CX=BD i CY =BD.
Laczac te réwnosci, uzyskujemy teze zadania.
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Sposob 11
Z réwnoéci CD=AB=YB, DX = AD = B(C oraz

JCDX =4DXA=<YDAB=YBY A=Y BC

wynika, ze trojkaty CDX i Y BC sa przystajace (cecha bok—kat—bok). Stad wynika, ze
CX =CY, co nalezalo wykazac.

3. Liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniaja réwnosci
a+b=cd oraz c+d=ab.

Wykaz, ze (a+1)(b+1)(c+1)(d+1)>0.

Szkic rozwigzania

Sposob 1

Zauwazmy, ze zachodzg réwnosci

(a+1)(b+1)=ab+a+b+1=a+b+c+d+1,

oraz analogicznie

(c+1)(d+1)=cd+c+d+1=a+b+c+d+1.

Stad wniosek, ze
(a+1)(b+1)(c+1)(d+1)=(a+b+c+d+1)>

Kwadrat dowolnej liczby rzeczywistej jest liczba nieujemna, co konczy rozwiazanie.

Sposab 11

Przyjmijmy oznaczenia pomocnicze x=a+1, y=b+1, z=c+1, t=d+1; woéwczas teza
zadania przybiera posta¢ xyzt > 0. Podstawiajac a=z—1,b=y—1,c=2—-1,d=t—1 do
warunku a+ b= cd, otrzymujemy

r4+y—2=(z—-1)(t—1), skad z+y—-2=zt—2z—t+1
i w konsekwencji x+y+ 2+t =zt + 3. Postepujac analogicznie, z warunku c+d = ab otrzy-
mujemy
r+y+z+t=zy+3.

Laczac otrzymane réwnosci, stwierdzamy, ze zy = 2t, skad xyzt = (zy)? > 0.

4. Punkt M jest srodkiem boku AB tréjkata ABC, przy czym
IBAC+<IMCOB = 90°.
Wykaz, ze tréjkat ABC' jest rownoramienny lub prostokatny.
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Szkic rozwigzania

Sposob 1

Przypuéémy, ze AC # BC. Wykazemy, ze wéwczas $ACB = 90°, co zakoficzy rozwia-
zanie zadania. Oznaczmy przez D punkt przeciecia symetralnej boku AB z prosta AC.
Woéwezas punkty C' i D sa rézne (rys. 2). Z réwnosci

IMDB=IMDA=90°—-<4BAC =<MCB

wynika, ze punkty B, C, D, M leza na jednym okregu. Poniewaz BM D = 90°, wicc jest
to okrag o $rednicy BD. Stad wniosek, ze SACB =90°, co kohczy rozwigzanie zadania.

c
£
B
rys. 2 rys. 3

Sposob 11
Przyjmijmy, ze prosta przechodzaca przez punkt A i prostopadta do boku AC przecina
prosta CM w punkcie E (rys. 3). Poniewaz

IEAB=90°—-<4BAC =4MCB=<ECB,

wiec na czworokacie AEBC mozna opisa¢ okrag. Niech O bedzie $rodkiem tego okregu.
Skoro $EAC =90°, to punkt O jest érodkiem odcinka CE — érednicy okregu.

Jezeli O = M, to tréjkat ABC jest prostokatny. Jezeli natomiast O # M, to na mocy
cechy bok-bok-bok, tréjkaty OM A i OM B sa przystajace. Skoro SLAMO+<SBMO =180°,
to SAMO = <BMO = 90°. Wobec tego prosta OM jest symetralng odcinka AB, skad
wniosek, ze AC = BC.

5. Sposréd wierzchotkéw 100-kata foremnego wybrano pewne 50 i pokolorowano je na
bialo. Pozostale wierzchotki pokolorowano na czerwono. Udowodnij, ze wierzchotki tego
100-kata mozna tak podzieli¢ na 25 grup po 4 punkty, aby punkty w obrebie kazdej grupy
byly wierzchotkami prostokata o dwdch biatych i dwoch czerwonych wierzchotkach.

Szkic rozwigzania

Wezmy pod uwage 50 par przeciwleglych wierzchotkéow danego 100-kata foremnego
i przez b oznaczmy liczbe par o obu wierzchotkach bialych (nazwiemy te pary biafymi),
przez ¢ o obu wierzchotkach czerwonych (nazwiemy je czerwonymi), a przez d o jednym
wierzchotku bialym i jednym czerwonym (pary dwukolorowe). Poniewaz zaréwno bialych,
jak i czerwonych wierzchotkow jest doktadnie 50, wiec

2b+d=50 oraz 2c+d=0>50,

skad b=c oraz d=2(25—0b). Poniewaz kazde dwie z rozwazanych par wyznaczaja prosto-
kat, wiec taczac kazda pare biata z para czerwona, uzyskamy b= c prostokatéw o doktadnie
dwoch biatych i dwoch czerwonych wierzchotkach. Pozostate d dwukolorowych par mozemy
potaczy¢ po dwie, gdyz d jest liczba parzysta, otrzymujac tym samym pozostalte %d prosto-
katow.
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