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1. Czy istnieja takie liczby catkowite a i b, ze liczby
a’+b oraz a-+b’
sg kolejnymi liczbami catkowitymi? Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie
Przypusémy, ze takie liczby a oraz b istnieja. Wtedy liczba (a®+b) — (b +a) jest réwna 1
lub —1. Z drugiej strony,

(a®+b)— (a+b*)=ala—1)—b(b—1).
Obie liczby a(a—1) i b(b—1) sa parzyste, skad wynika, ze liczba a(a—1)—b(b—1) jest takze
parzysta. Wobec tego liczba (a? +b) — (b? +a) nie moze byé réwna ani 1 ani —1. Zatem
liczby a, b o postulowanej wtasnosci nie istnieja.

2. Dany jest 99-kat foremny. Wyznacz liczbe trojkatéw réwnoramiennych, ktérych wierz-
chotki pokrywaja si¢ z wierzchotkami danego wielokata.

Rozwigzanie

Wybierzmy dowolny wierzchotek C' danego 99-kata. Wyznaczymy najpierw liczbe trojkatow
ABC spemhiajacych rownosé¢ AC' = BC, ktorych wierzchotki pokrywaja sie z wierzchotkami
danego 99-kata.

Rozpatrzmy okrag opisany na 99-kacie oraz niech k£ bedzie prosta przechodzaca przez
punkt C' i zawierajaca $rednice tego okregu. Wéwczas punkty A i B sa symetryczne wzgle-
dem prostej k. Ponadto prosta k zawiera punkt C' i nie przechodzi przez zaden inny wierz-
chotek danego 99-kata. Zatem po kazdej stronie prostej k lezy (99—1)/2 =49 wierzchotkéw
99-kata. Punkt A mozemy wiec wybra¢ na 49 sposobéw; punkt B jest wtedy wyznaczony
jednoznacznie. Wobec tego istnieje 49 tréjkatéw ABC speliajacych powyzsze warunki.

Z kolei wierzcholek C' mozemy wybraé¢ na 99 sposobdéw. Zatem taczna liczbe tréjkatow spet-
niajacych warunki zadania uzyskamy, mnozac 49 przez 99 i odejmujac od wyniku podwojona
liczbe tréjkatéw réwnobocznych, ktorych wierzchotki pokrywaja sie z wierzchotkami danego
99-kata. A tych tréjkatéw réwnobocznych jest 99/3 = 33.

Reasumujac: Laczna liczba tréjkatow spetniajacych warunki zadania wynosi

49-99—-2-33=4785.

3. Punkt [ jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC'. Okrag styczny do prostej Al
w punkcie I i przechodzacy przez punkt B przecina bok BC w punkcie P (réznym od B).
Proste IP i AC przecinajg sie w punkcie (). Wykaz, ze punkt I jest srodkiem odcinka PQ.

Rozwigzanie

Poniewaz punkt I lezy na dwusiecznej kata AC B, wiec wystarczy wykazaé, ze SPIC =90°.
Oznaczmy przez D punkt przeciecia prostych AI i BC. Wéwczas <DIP = SIBP oraz
ICID = SCAI+SACI. Wobec tego

1
JPIC =<DIP+<CID=<4IBP+JCAI +JACI = 3 (YABC+YCAB+ YACB) =90°,

co konczy dowodd.
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4. Liczby pi g sa réznymi liczbami pierwszymi. Udowodnij, ze liczba p?+¢? nie jest podzielna
przez liczbe p+q.

Rozwigzanie

Z réwnosci (p+q)? = p? +¢% +2pq wynika, ze jesli liczba p? +¢? jest podzielna przez p+q,
to takze liczba 2pq jest podzielna przez p+q.

Bez straty ogélnosci mozemy przyjac, ze p < q. Liczby p+q i q sa wzglednie pierwsze.
Wobec tego z podzielnosci p+ ¢|2pg wynika, ze p+q|2p. Jednak podzielnosé ta nie moze
by¢ spetniona, bowiem p+q > 2p.

UzyskaliSmy sprzecznoéé, z ktoérej wynika, ze liczba p? + ¢? nie moze byé podzielna przez
p+q, jesli p i q sa ré6znymi liczbami pierwszymi.

5. Wewnatrz kola o promieniu 1 znajduja sie punkty Ay, Ao, As, ..., A1go- Udowodnij, ze
na brzegu tego kota istnieje taki punkt P, dla ktorego

PA1+PAs+...+PAig > 100.
Rozwigzanie
Wybierzmy dowolna $rednice danego kota i oznaczmy jej konce przez P; i P,. Wykazemy,
ze co najmniej jeden z punktéw Py, P spelnia postulowana w tresci zadania nierdwnosc.
Wybierzmy dowolny punkt A; (i =1,2,...,100). Wykorzystujac nieréwnosé tréjkata dla
trojkata P; Py A;, otrzymujemy

PA,+P,A > P P,=2.
A zatem
(PLA1+PiAs+ ...+ P1Ajgo) + (PaA1+ PoAs+ ...+ Py Aqgo) > 2-100 =200.
Wobec tego co najmniej jedna z liczb
PA1+PAs+...4+PAgop lub PoA1+PoAs+...+ Py Ao

jest wieksza lub réwna 100.
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