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Rozwiazania zadan konkursowych

1. Dodatnie liczby catkowite a, b oraz n spelniaja réwnosé

a _a*+n?
b b24n2’

Wykaz, ze liczba vab jest calkowita.

Rozwigzanie
Sposob 1

. , . . . ’ o, 2 2 . .
Przeksztalcajac rownowaznie zaleznosc¢ § = ‘;2122 , uzyskujemy kolejno

a(b®4+n?) =b(a*+n?),
ab® +an? =ba®+bn?,
an? —bn? =ba? — ab?,
n?(a—b) =ab(a—Db),
(n? —ab)(a—b)=0.
Ostatnia réwnoé¢ jest spetniona jedynie w przypadkach, gdy n? —ab=0 lub a —b=0, czyli

odpowiednio n? = ab lub a =b. W pierwszym przypadku mamy wiec vab=n, a w drugim
vab=a, czyli w obu przypadkach liczba v/ab jest catkowita.
Sposob 11
2 2
Z réwnosci § = 221'—22 wynika, ze istnieje taka dodatnia liczba r (niekoniecznie caltkowita),
ze spelnione sa rownosci
ar=a’+n? oraz br=>b>+n>
Odejmujac te réwnosci stronami, uzyskujemy ar —br = a? — b2, skad na mocy wzoru skréco-
nego mnozenia otrzymujemy
(a—b)r=(a—0b)(a+b).
Jezeli a =0, to vab=a, wiec teza zadania jest spelniona.
W dalszej czesci rozwiazania zalézmy wiec, ze a # b, czyli a—b# 0. Woéwcezas uzyskana
wczedniej réwnos$¢ mozna podzieli¢ stronami przez a — b, otrzymujac » = a+b. Wobec tego

a>+n*=ar=a(a+b)=a*+ab, skad n*=ab

i w konsekwencji v ab=mn jest liczba caltkowita.

Sposob 111
W rozwiazaniu skorzystamy z nastepujacej obserwacji:

Jezeli liczby x, y, z, t spelniajq rownosci x+y=z+t oraz xy==zt, to (x,y)=(z,t)
lub (z,y) = (t,2).
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Innymi stowy, suma oraz iloczyn pary liczb rzeczywistych wyznaczaja te pare jednoznacznie.
Aby przekonaé sie o prawdziwosci tego faktu, zauwazmy, ze

(x—2)(z—t) =2+ 2t —xz—at=2’+ay—az—at=z(x+y—z—1t)=0,

skad =2z lub x =t. Na mocy x+y=z+t jesli =2z, to y=t i podobnie jedli =1, to y==.

. . . . , ’ o, 2 2 .
Przechodzimy do rozwigzania zadania. R6wnos¢ ¢ = H—ZZ przeksztalcamy do postaci

2 2 2 2 2
aztn = tn , czyli a—f—n—:b—l—n
a b a

2
? .

Przyjmujac x =a, y= ”;L—Q, z=0b, t= ”—;, uzyskujemy x+vy = z+t. Ponadto xzy = 2t =n>.
7 przytoczonego faktu ptynie wiec wniosek, ze x =z, czyli a=b lub = =t, czyli ab=n?.

W pierwszym przypadku uzyskujemy zatem vab=a, w drugim zas$ vab=n.

2. W tréjkacie prostokatnym ABC punkt M jest Srodkiem przeciwprostokatnej AB.
Punkty P i @ leza odpowiednio na odcinkach AM i M B, przy czym PQ = C(Q. Udowodnij,
ze AP<2-MQ.

Rozwigzanie
W obu rozwigzaniach skorzystamy z faktu, ze jesli punkt M jest érodkiem przeciwpro-
stokatnej trdjkata prostokatnego ABC, to AM =BM =CM.

Sposob 1
Z nieréwnosci tréjkata zastosowanej dla punktéw C, M, @ (rys. 1) otrzymujemy

CM<CQ+MQ.
Wykorzystujac réwnos¢ AM = CM oraz zalozenie CQ = PQ, uzyskujemy
AP+ PM=AM=CM<CQ+MQ=PQ+MQ=PM+2-MQ,
skad AP <2-MQ@ (przy czym réwno$¢ zachodzi wylacznie gdy Q=M i A= P).

m m\
A P M Q B A P M Q B

rys. 1 rys. 2

Sposob 11
7 réwnoéci AM = BM oraz PQ = C(Q wynika, ze

AP=AM+MQ—-PQ=BM+MQ—-CQ=2-MQ+BQ—-CQ.
Do rozwigzania zadania wystarczy wiec udowodnié, ze BQ —CQ <0, czyli CQ > BQ.

Odnotujmy, ze
JQBC =4IMBC =IMCB>YQCB,

gdyz BM =CM oraz punkt ) lezy na odcinku M B. Wobec tego CQ) > B(Q, gdyz w tréjkacie
BCQ naprzeciw kata wiekszej (lub rownej) miary lezy bok wigkszej (lub réwnej) dlugoscei.
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3. W turnieju badmintona uczestniczylo 16 zawodnikéw. Kazdy zawodnik rozegral co
najwyzej jeden mecz z kazdym innym zawodnikiem, zaden mecz nie zakonczyl sie remisem.
Po turnieju okazalo sie, ze kazdy z zawodnikow wygrat inna liczbe meczéw. Wykaz, ze kazdy
z zawodnikow przegrat inng liczbe meczéw.

Rozwigzanie
W przedstawionych rozwiazaniach liczbe zwyciestw zawodnika (czyli liczbe wygranych
przezen meczéw) bedziemy nazywali jego wynikiem.

Sposob 1

Kazdy zawodnik zagral co najwyzej 15 meczéw. Wobec tego jest 16 mozliwych wynikéw:
0, 1, 2, ..., 15. Poniewaz zawodnikow jest takze 16, a zaden wynik sie nie powtorzyt, wiec
kazdy z podanych wynikéw pojawit si¢ doktadnie raz. Oznaczmy przez Z,, zawodnika, ktory
wygral w meczow, dla w=0,1,2,...,15.

Zauwazmy, ze Z15 zagral ze wszystkimi pozostalymi i wszystkie te mecze wygrat. Wobec
tego przegrat 0 meczoéw. Z kolei Z14 przegral mecz z Z5, a zatem aby rozegrac¢ 14 zwycieskich
mecz6w, musial zagraé¢ ze wszystkimi pozostalymi (i z nimi wygrad).

Rozumujac analogicznie stwierdzamy, ze zawodnik Z,, przegral ze wszystkimi zawod-
nikami o wiekszych wynikach, a zatem aby wygra¢ w meczéw, musial zagraé (i wygrac)
ze wszystkimi zawodnikami o mniejszych wynikach. Ostatecznie wiec dla kazdego wyniku

w=0,1,2,...,15 zawodnik Z,, przegral 15—w meczoéw, skad wniosek, ze kazda z mozliwych
liczb przegranych meczéw pojawia sie doktadnie raz.
Sposob 11

Podobnie jak w poprzednim sposobie stwierdzamy, ze kazdy z wynikéw od 0 do 15 pojawit
sie doktadnie raz. Zauwazmy, ze taczna liczba meczéw turnieju jest rowna tacznej liczbie
wszystkich zwyciestw, bo kazdy mecz ma doktadnie jednego zwyciezce. Wobec tego taczna
liczba rozegranych meczow jest réwna

0+1+2+...4+15=120.

Z drugiej strony najwieksza mozliwa liczba rozegranych meczéw w calym turnieju jest
rowna maksymalnej liczbie réznych par jakie utworzyé¢ mozna sposérod 16 zawodnikéw, czyli

1
—-16-15=120.
5 6-15 0

Stad wniosek, ze wszystkie mozliwe mecze zostaly rozegrane, czyli kazdy z zawodnikéw zagrat
doktadnie 15 meczéw. Zawodnik, ktéry wygral w meczéow przegral wiec 15 —w meczéw,
czyli dwaj zawodnicy maja tyle samo zwyciestw na koncie doktadnie wtedy, gdy maja tyle
samo przegranych. Wobec tego skoro liczby wygranych meczéw sa wszystkie rozne, to liczby
przegranych meczéw takze.

Uwaga

Na drodze przeprowadzonego rozumowania doszliSmy do wniosku, ze jesli wszystkie wy-
niki sa rézne, to kazdych dwoéch zawodnikow rozegralo w istocie dokladnie jeden mecz
(a nie tylko co najwyzej jeden). Nie jest to jednak wniosek oczywisty i nalezalo wypro-
wadzi¢ go z zatozen zadania.

Odnotujmy, ze teza zadania jest takze prawdziwa dla dowolnej liczby zawodnikow n > 2,
niekoniecznie n = 16.
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4. Na boku AB nieréwnoramiennego trojkata ABC' leza takie punkty M i N, ze AN=AC
oraz BM = BC'. Prosta réwnolegta do BC' przechodzaca przez punkt M i prosta réwnolegta
do AC przechodzaca przez punkt N przecinaja sie w punkcie S. Wykaz, ze $CSM =<JCSN.

Rozwigzanie

Sposob 1

Oznaczmy punkt przeciecia prostej SM i odcinka AC przez K, a punkt przeciecia pros-
tej SN i odcinka BC przez L (rys. 3). Czworokat CKSL jest wowczas réwnoleglobokiem.
Aby uzasadnié, ze jego przekatna SC' potowi kat KSL wystarczy wiec wykazaé, ze réwno-
legtobok ten jest rombem.

Poniewaz proste SM i BC sa réwnolegte, wiec na mocy twierdzenia Talesa otrzymujemy

CK BM AC-BM AC-BC
- - k K= = .
AC =~ ap> Sd C AB AB
Analogicznie korzystajac z réwnoleglosci prostych SN i AC, uzyskujemy
CL AN AN-BC AC-BC
e~ ap M CLl=Tp =g

Laczac otrzymane réwnosci, stwierdzamy, ze CK = CL, czyli istotnie CKSL jest rombem,
co konczy rozwiazanie.

rys. 3 rys. 4

Sposob 11

Podobnie jak w poprzednim sposobie wykazemy, ze réwnolegtobok C' K SL jest rombem,
skad wyniknie postulowana réwnos$é¢ katéw.

W tréjkacie rownoramiennym AC'N wysokosci poprowadzone z wierzchotkéw C' i N sa
rownej dlugosci. Podobnie w tréjkacie réwnoramiennym BCM wysoko$ci poprowadzone
z wierzchotkéw C' i M sg réownej dlugosci. faczac te obserwacje dochodzimy do wniosku,
ze odlegltos¢ punktu N od prostej AC jest réwna odlegtoéci punktu M od prostej BC.
To oznacza, ze wysokos¢ réwnolegtoboku CKSL poprowadzona do boku CK jest réwna
wysokosci poprowadzonej do boku C'L, a zatem réwnolegtobok ten jest rombem.

Sposob 111

Niech P i @ beda takimi punktami, ze czworokaty AN PC oraz BMQC' sa réwnoleglo-
bokami (rys. 5). Z warunkéw AN = AC oraz BM = BC wynika, ze sa to romby.

Niech I bedzie punktem przeciecia odcinkéw AP oraz B(@). Skoro odcinki AP i BQ sa
zawarte w dwusiecznych katéw wewnetrznych tréjkata ABC przy wierzchotkach A i B, to ich
punkt przeciecia I lezy takze na dwusiecznej kata przy wierzchotku C'. Podobne rozumowanie
dla trojkata PQS prowadzi do wniosku, ze prosta ST jest dwusieczng kata PSQ).
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Do zakonczenia rozwiazania pozostaje udowodni¢, ze punkty S, I, C' sa wspotliniowe.

Zauwazmy, ze proste CI oraz SI s dwusiecznymi przeciwleglych katéw wewnetrznych

rownolegtoboku ograniczonego prostymi AC, BC, PS, @S, a zatem sa rownolegte. Jednak
te proste maja punkt wspolny I, skad wniosek, ze si¢ pokrywaja.

<
% <§.
2
w

rys. b
Sposob IV

Oznaczmy punkty K i L tak samo, jak w pierwszym sposobie. Z réwnoleglosci prostych
SK i BC oraz réwnoramiennosdci trojkata BMC wynika, ze

IKMC =<BCM =<YBMC.

To oznacza, ze punkt C' lezy na dwusiecznej kata BM K, czyli jest jednakowo oddalony od
prostych AB i SM (rys. 6). Analogicznie stwierdzamy, ze SLNC = JANC, skad wynika,
ze punkt C' lezy na dwusiecznej kata ANL i w konsekwencji jest jednakowo oddalony od
prostych AB i SN.

Laczac powyzsze obserwacje, dochodzimy do wniosku, ze punkt C jest jednakowo odda-
lony od prostych SM i SN. To oznacza, ze punkt C' lezy na dwusiecznej kata KSL, co jest
rownoznaczne z teza zadania.

Uwaga

Z przeprowadzonego rozumowania wynika, ze istnieje okrag o sSrodku w punkcie C', ktory

jest styczny do kazdej z prostych AB, SN, SM. Taki okrag nazywa sie okregiem dopisanym
do tréojkata SM N naprzeciw wierzchotka S.

S
rys. 6

rys. 7

Sposob V

Niech I bedzie punktem przeciecia dwusiecznych katow BAC oraz ABC' (rys. 7). Skoro
AN =AC, to w tréjkacie rownoramiennym AC'N dwusieczna kata wewnetrznego przy wierz-

chotku A jest symetralna boku C'N. Podobnie w tréjkacie rownoramiennym BC'M dwusiecz-
na kata przy wierzchotku B jest jednoczes$nie symetralng boku C M. Yaczac te obserwacje,
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dochodzimy do wniosku, ze punkt [ jest punktem przecigcia symetralnych odcinkéw C'M
i CN, a zatem jest $rodkiem okregu opisanego na tréjkacie CMN. Stad SMIN =2-S<MCN.

Korzystajac wielokrotnie z wtasnosci sumy miar katéw wewnetrznych trojkata oraz z row-
nosci YANC =SACN oraz BCM = $<BMC, otrzymujemy

IMIN =2-SMCN =2-(180° -~ INMC -~ IMNC) =
= (180° —<BMC — ¥<BCM)+ (180° —SANC —JACN) =
=JABC+YBAC =180° — JYACB =180° — XM SN,

co oznacza, ze na czworokacie M SN mozna opisa¢ okrag.

Poniewaz M1 = NI, wiec na mocy twierdzenia o katach wpisanych w okrag opartych
na przystajacych hukach zachodzi réwnoéé SISM = JISN. Pozostaje wykazaé, ze punkt C
lezy na prostej SI. Wynika to na przyktad z nastepujacego rachunku

ISIM+IMIC=<4SNM+2-<MNC =<BAC+<IANC+JACN = 180°.

5. Dane sg liczby naturalne a, b, ktére w zapisie dziesietnym sg zapisane takimi samymi
cyframi (tzn. kazda z cyfr od 0 do 9 wystepuje tyle samo razy w zapisie a co w zapisie b).
Wykaz, ze jezeli a+b=10' to liczby a i b sa podzielne przez 10.

Rozwigzanie

Zauwazmy najpierw, ze kazda z liczb a, b ma doktadnie 1000 cyfr.

Istotnie, skoro suma a+b jest najmniejsza liczba 1001-cyfrowa, to liczby a i b nie moga
mie¢ wiecej niz po 1000 cyfr. Gdyby obydwie miaty po mniej niz 1000 cyfr, to

a<10%? oraz b<10%?, skad a+b<2-10°%? <10-10% =101,

wbrew zalozeniu zadania.

Niech aq bedzie cyfra jednosci liczby a, as — cyfra dziesigtek liczby a, i tak dalej,
az w koncu niech ajgpp bedzie pierwsza (od lewej) cyfra w zapisie dziesietnym liczby a.
Analogicznie oznaczmy cyfry by, bs, ..., biggo liczby b. Z warunkéw zadania wynika, ze suma
wszystkich cyfr od a; do aiggp jest rowna sumie wszystkich cyfr od by do biggg. Oznaczmy
te sume przez S.

Skoro ostatnia cyfra sumy a+b jest 0, to a3 +b1 =0 lub a; +b; =10. W pierwszym
przypadku uzyskujemy a; = by =0, czyli teze zadania. Wykazemy, ze drugi przypadek nie
jest mozliwy, co zakonczy rozwiazanie zadania.

Przypusémy, ze a; +b; =10. Z algorytmu pisemnego dodawania wynika kolejno, ze

az+b2=9, az+b3=9, ..., ai000+b1000=9.
Uzyskujemy zatem

28 = by+byt+bs+...+b —104+9+9+...+9=9001.
(a1 +as+asz+...+a100)+ (b1 +ba+bs+...+bigoo) +94+94...+
999 skladnikéw

Lewa strona ostatniej réwnoéci jest liczba parzysta, a prawa — nieparzysta. Uzyskana
sprzecznos¢ oznacza, ze przypadek a; +b; =10 nie moze mieé¢ miejsca.
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Uwaga 1.
Istniejg pary liczb a, b spelniajace warunki zadania, na przyktad a=b=>5-109%. Sg wéréd
nich takie, w ktérych zapisie dziesietnym cyfra zero uzyta jest tylko raz. Przyktadowo dla

a=88...811...150, b=11...188...850
—_— — — =
499 499 499 499

— 101000

zachodzi réwnosé a+b oraz liczby a i b sa zapisane takimi samymi cyframi.

Uwaga 2.

Tez¢ zadania mozna wzmocni¢. Okazuje sie mianowicie, ze jesli liczby a i b spelniaja
warunki zadania, to obie sa podzielne przez 50.

Aby sie o tym przekonaé, mozna kontynuowaé przedstawione rozumowanie nastepujaco.
Wiemy, ze a; =b; =0. Jesli ag+by =0, to liczby a i b sa podzielne przez 100 (a wiec takze
przez 50). Jesli ag =bs =5, to kazda z liczb a i b jest zakoniczona cyframi ,,50”, a zatem kazda
z nich jest podzielna przez 50.

Pozostaje do rozwazenia przypadek, w ktéorym as + by =10 oraz ag # be. Wykazemy, ze
przypadek ten nie moze mie¢ miejsca. Niech N bedzie liczba wystapien cyfry as wéréd cyfr
bs, ..., bigog- Podobnie jak w rozwigzaniu stwierdzamy, ze

az+bs=as+bs=...=aip00+bioo0o =9,

co oznacza, ze 9—as wystepuje N razy wsrdd cyfr as, ..., ajp0o. Zauwazmy jednak, ze skoro
cyfra ay wystepuje tyle samo razy w zapisie liczby a, jak i w zapisie liczby b oraz as # by
i ag#bg, to as wystepuje N —1 razy wsrdd cyfr as, ..., a1p00- Zatem 9—as wystepuje wsroéd
cyfr bs, ..., bigoo jedynie N —1 razy. Jesli 9—aqs #0, to cyfra 9 —as nie jest réwna zadnej
z cyfr a1, by, as, by i w zwiazku z tym wystepuje N razy w zapisie liczby a oraz N —1 razy
w zapisie liczby b. Jesli 9—ao =a; =b; =0, to cyfra ta wystepuje N +1 w zapisie liczby a
oraz N razy w zapisie liczby b. Uzyskana w obu przypadkach sprzeczno$é¢ konczy dowod.
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