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Obé6z Naukowy OMJ (poziom OM)

Obo6z Naukowy OMJ (poziom OM)
odbyt si¢ w dniach 27 maja — 2 czerwca
2018 r. w Szczyrku.

Przez pierwsze cztery dni obozu ro-
zegrane zostaly zawody indywidualne,
w ktorych uczestnicy rozwiazywali 23 za-
dania (punktowane w skali 0, 2, 5, 6).
Trzy najwicksze uzyskane sumy punktéw
to 113, 108 i 94 punkty (na 138 mozli-
wych). Piatego dnia odbyl sie mecz mate-
matyczny, w ktérym do rozwigzania byto
11 zadan.

Niniejszy plik zawiera tresci wszyst-
kich zadan oraz wskazéwki do rozwiazan.
Kadra obozu

Jerzy Bednarczuk
Y.ukasz Bozyk
Barttomiej Bzdega
Tomasz Przybytowski
Tomasz Szymczyk
Jarostaw Wréblewski

Uczestnicy
Cezary Botta
Antoni Buraczewski

Adam Dankowiakowski

Oskar Dabkowski
Julia Filip

Kosma Kasprzak
Tymoteusz Kucharek
Marek Lisowski
Krzysztof Nawrocki
Filip Nogaj

FLukasz Orski
Michal Orzanowski
Mateusz Padarz
Justyna Palikowska
Kornel Sikora
Michat Stoniewski
Wiadystaw Sowul
Jan Tryka

Szymon Urban
Dominik Wawszczak

Zestawienie ocen z zawodéw indywidualnych
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Tresci zadan

Pierwsze zawody indywidualne

1. Wewnatrz réwnolegtoboku ABCD znajduje sie taki punkt F, ze
AE=DE oraz <JABE=90°.
Punkt M jest érodkiem odcinka BC'. Wyznacz miare kata DM E.
2. Wyznacz wszystkie ciagi (a,) o wyrazach rzeczywistych spelniajace
dla kazdych dodatnich liczb catkowitych m, n warunek

MmN U, = (MAN) Ay, - Q..

3. Wyznacz najmniejsza stala C, dla ktorej nieréwnosé
zy? +y22 < C- (a:3+y3+z3)

jest prawdziwa dla kazdych dodatnich liczb rzeczywistych z, y, 2.

4. Dany jest trojkat ABC, w ktérym AC = BC. Punkty D i F leza
odpowiednio na odcinkach BC' i AC, przy czym

IDAB = JABE = JACB oraz AD+DE+EB=AC.

Wyznacz miare kata ACB.

5. Na plaszczyznie danych jest 13 réznych punktow kratowych, z kto-

rych zadne trzy nie sa wspétliniowe. Udowodnij, ze pewne trzy z tych punktow
sg wierzchotkami tréjkata o $rodku ciezkosci w punkcie kratowym.

Uwaga. Punkt kratowy to punkt o obu wspoétrzednych catkowitych.

6. Udowodnij, ze rownanie
aS+aS+... +al=9b°
nie ma rozwiazan w dodatnich liczbach catkowitych aq, ao, ..., ag, b.
7. Na siatce pewnego czworoscianu zaznaczono punkty stycznosci sfery
wpisanej w ten czworoscian z jego Scianami. Udowodnij, ze jezeli siatka ta

jest tréjkatem ostrokatnym, to kazdy z czterech zaznaczonych punktéw jest
ortocentrum tréjkata wyznaczonego przez trzy pozostate punkty.

Uwaga. Ortocentrum trdjkata to punkt przeciecia jego wysokosci.
8. Dana jest liczba pierwsza p o nastepujacych wtasnosciach:

e istnieja takie dodatnie liczby caltkowite a, b niepodzielne przez p,
ze liczba a® +2b° jest podzielna przez p;

e istnieja takie dodatnie liczby calkowite ¢, d niepodzielne przez p,
ze liczba ¢® +2d° jest podzielna przez p.

Udowodnij, ze istnieja takie dodatnie liczby catkowite m, n niepodzielne
przez p, ze liczba m!'® +2n'® jest podzielna przez p.



4 Tresci zadan

Drugie zawody indywidualne

9. Ciag (ay) jest okreslony nastepujaco:
ap=1 oraz apy1=an+ap/3 danz=0.

Wykaz, ze w ciagu (a,) jest nieskoniczenie wiele liczb podzielnych przez 13.
Uwaga. Przez [x] oznaczamy najwieksza liczbe calkowita nie wieksza od x.

10. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, w ktérym AC < BC'. Punkty
M i N sa srodkami odpowiednio bokéw AC i BC, a punkt D jest spodkiem
wysokosci poprowadzonej z wierzchotka C. Na odcinku M N znajduje si¢ taki
punkt K, ze AK = BK. Polprosta K D™ przecina okrag opisany na trojkacie
ABC w punkcie P. Udowodnij, ze na czworokacie BN K P mozna opisaé
okrag.

11. Loédka moze zabraé w rejs po jeziorze doktadnie 7 os6b. Udowodnij,
ze mozna tak zaplanowac rejsy 49-osobowej wycieczki, aby kazdych dwdoch
uczestnikéw plynelo ze sobg dokladnie raz.

12. Wykaz, ze dla kazdych dodatnich liczb rzeczywistych x, y zachodzi
nier6wnosé
9;1:2y2 <x2 —|—y2) < —|—y6 + 163:3@/3.
13. Wykaz, ze dla kazdych dodatnich liczb rzeczywistych z, y zachodzi
nieréwnosé
242242 (952 + y2) < a® 490 + 54235,

Trzecie zawody indywidualne

14. Dany jest czworokat ABC'D, w ktérym
JABC = SADC =90° oraz <SBAD <90°.
Na bokach AB i AD lezg odpowiednio takie punkty K i L, ze
JAKL=<BKC oraz JALK = YDLC.
Punkt M jest rzutem prostokatnym punktu A na prosta K L. Udowodnij,
ze czworokat BC'DM jest rownolegtobokiem.
15. Liczby catkowite a, b, ¢, d spelniaja warunki
at+btc=d, d*+bv?+c=d*>, NWD(a,b,c,d)=1.
Udowodnij, ze liczba |abc| jest kwadratem liczby catkowite;.
16. W okrag wpisano osmiokat ABCDFEFGH, przy czym
AB=CD=DFE=FG oraz BC=FEF=GH=HA.
Wykaz, ze trojkat ADG i czworokat BC'EF maja réwne pola.



Oboz Naukowy OM.J (poziom OM), 2018 rok 5

17. Na kazdym polu tablicy o wymiarach 77 x 77 znajduje sie zarowka.
Dysponujemy przelacznikami, ktére pozwalaja na zmiane stanu zaréwek (za-
palona/zgaszona) umieszczonych na dowolnych 4 polach tworzacych kwadrat
o boku 2 lub na dowolnych 9 polach tworzacych kwadrat o boku 3. Poczat-
kowo wszystkie zaréwki sg zapalone. Rozstrzygnij, czy uzywajac dostepnych
przetacznikéw mozna doprowadzi¢ do stanu, w ktéorym wszystkie zaréwki sa
zgaszone.

18. Na kazdym polu tablicy o wymiarach 77 x 77 znajduje sie zarowka.
Dysponujemy przetacznikami, ktére pozwalaja na zmiane stanu zaréwek (za-
palona/zgaszona) umieszczonych na dowolnych 9 polach tworzacych kwadrat
o boku 3 lub na dowolnych 25 polach tworzacych kwadrat o boku 5. Poczat-
kowo wszystkie zaréwki sg zapalone. Rozstrzygnij, czy uzywajac dostepnych
przetacznikéw mozna doprowadzi¢ do stanu, w ktorym wszystkie zaréwki sa
zgaszone.

Czwarte zawody indywidualne

19. W kuli o promieniu 3 umieszczono 28 sze$cianéw jednostkowych.
Wykaz, ze pewne dwa z tych szedcianéow sa odlegle o mniej niz 1.
Uwaga. Przez odleglo$é miedzy dwoma szescianami rozumiemy diugo$é naj-
krotszego (byé moze zdegenerowanego) odcinka o jednym koncu nalezacym
do jednego z tych sze$ciandéw, a drugim do drugiego.

20. Wyznacz wszystkie liczby rzeczywiste t o tej wlasnosci, ze dla kazdej
pary liczb rzeczywistych a, b wielomian P(x)=x*+ax®+tx? +bx+1 posiada
pierwiastek rzeczywisty.

21. Udowodnij, ze istnieje 58-cyfrowa liczba o nastepujacej wlasnosci:
Po przeniesieniu cyfry jednosci na poczatek dostajemy liczbe szedciokrotnie
wieksza.

22. Wewnatrz kwadratu jednostkowego K znajduje si¢ wielokat wypukty

W o polu wiekszym od % Czy wynika z tego, ze wewnatrz wielokata YV mozna

wskazaé odcinek o dtugosci % rownolegly do pewnego boku kwadratu 7

23. Wewnatrz kwadratu jednostkowego K znajduje sie wielokat wypukty

W o polu wiekszym od % Czy wynika z tego, ze wewnatrz wielokata ¥V mozna

wskazaé odcinek o dtugosci % rownolegty do pewnego boku kwadratu 7



6 Tresci zadan

Mecz matematyczny

24. Liczby catkowite a, b, ¢, d, e, f sa takie, ze liczba

a®+b°+° +d°+e®+ f°
jest podzielna przez 25. Udowodnij, ze liczba
0 40P 4 B g 4P 4

jest podzielna przez 125.

25. Kazdy z odcinkéw taczacych srodki przeciwleglych bokéw czworo-
kata wypuktego ma dtugos¢ rowna Sredniej arytmetycznej dlugoséci bokow,
ktérych srodki taczy. Wykaz, ze czworokat ten jest rombem.

26. Wyznacz wszystkie takie dodatnie liczby catkowite n, ze

n512 > 2n+4096 .

27. Ciag (ay,) jest okreslony nastepujaco:
a1=3, azx=5H, a3=6, oraz anpt+3=20ap42—a, dlan=>1.
Udowodnij, ze w ciagu (a,) wystepuje nieskoniczenie wiele kwadratéw liczb
catkowitych.

28. Na kwadracie ABCD o $rodku O opisano okrag I'. Punkt F' lezy na
krétszym tuku C'D okregu I', a punkt M jest srodkiem odcinka C'D. Prosta
F'M przecina okrag I' w punktach £ i F'. Wykaz, ze $rodek okregu opisanego
na tréjkacie OE'F' lezy na prostej CD.

29. Wykaz, ze istnieja rosnace 2018-wyrazowe ciagi arytmetyczne

(a1,a2,...,a2018) oraz (b1,b2,...,b201s)
o wyrazach catkowitych dodatnich spelniajace nastepujace warunki:

e réznica ciagu (by,ba,...,by1s) jest dwa razy wieksza od réznicy
ciagu (a1,az,...,a2018);
e iloczyny wyrazow obu ciagéw sa rowne, czyli

a1as...as18 =b1bs...bog1s.

30. Szescian o krawedzi 60 wypelniono klockami o wymiarach 1x1x 11
oraz sze$cianami jednostkowymi. Ile co najmniej szescianéw jednostkowych
musiato zosta¢ uzytych?

31. Punkt O jest srodkiem trojkata réwnobocznego ABC, a punkty K
i L lezg na prostej AB w taki sposéb, ze proste OK i OL sa prostopadte.
Punkt H jest ortocentrum tréjkata C'K L. Wyznacz wszystkie mozliwe war-
tosci stosunku CH/OH.
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32. Dwaj gracze graja w nastepujaca gre. W pierwszym ruchu gracz
rozpoczynajacy podaje dodatnia liczbe calkowita mniejsza od 10'°. Kolejne
ruchy, wykonywane przez graczy na przemian, polegaja na przemnozeniu licz-
by podanej przez przeciwnika w jego ostatnim dotychczasowym ruchu przez
liczbe naturalna wieksza od 1 i mniejsza od 10'°. Gra konczy sie, gdy ktorys
z graczy poda liczbe wigksza od N = 109", Jezeli ostatnia podana liczba jest
mniejsza od 1,00001- N, wygrywa gracz, ktory ja podal — w przeciwnym
przypadku ten gracz przegrywa. Rozstrzygnij, ktory z graczy ma strategic
Wygrywajaca.

33. Udowodnij, ze réwnanie 14 a?+ b7 = ¢'* ma nieskoficzenie wiele
rozwigzan w dodatnich liczbach catkowitych a, b, c.

Wskazéwka: Przykladami tréjek (a,b,c) spelniajacych podane réwnanie sa
(677544,63,8) oraz (11100203906736,16128,127).

34. W przestrzeni dany jest szeScian S oraz nieprzecinajaca go plasz-
czyzna w. Wierzcholki szeScianu §& mozna oznaczyé przez Ay, Ao, ..., Ag
w taki sposob, ze dla k=1,2,...,8 odlegltos¢ punktu A, od plaszczyzny
jest réwna k. Wyznacz wszystkie mozliwe dtugosci krawedzi szescianu S.



Wskazowki

Pierwsze zawody indywidualne
1. Odpowied?: SDME =90°.

Przedtuz DE do przeciecia z AB w F' i wy-
kaz, ze punkt F jest srodkiem okregu opisa-
nego na trojkacie ADF.

2. Odpowiedz: an, =nal, gdzie a1 jest do-
wolna liczba rzeczywista.

Przyjmij b, =an/n i z warunkéw zadania
wywnioskuj, ze b, =b7.

3. Odpowieds: C' =% (1+/5)
Skorzystaj z nieréwnosci miedzy $rednimi

arytmetyczna i geometryczng dla trojek

(s*2° 9% s,y )s),  (Py°,2%/t,2° 1),

2/3

gdzie s >0 it > 0 spelniaja warunki

2_2_2 &
3 3t 3s 3°

4. Odpowied?: SACB =20°.

Odbij punkty A i B wzgledem przeciwle-
glych im bokéw tréjkata ABC' i zauwaz, ze
otrzymane punkty leza na prostej DE.

5. Najpierw wybierz pie¢ punktéw z taka
sama resztg z dzielenia pierwszej wspolrzed-
nej przez 3, a nastepnie z tych pieciu punk-
téw wybierz trzy, dla ktérych suma drugich
wspolrzednych jest podzielna przez 3.

Uwaga. Liczbe 13 w tresci zadania mozna
zastapié liczbg 9.

6. Rozwaz reszty z dzielenia széstych po-
teg liczb catkowitych przez 9.

7. Zauwaz, ze linie zgigcia siatki musza by¢
liniami srodkowymi w trojkacie i skorzystaj
z twierdzenia o odcinkach stycznych w prze-
strzeni, zauwazajac trojkaty przystajace.

Uwaga. Mozna uzasadnié, ze cztery zazna-
czone punkty to érodek okregu przechodza-
cego przez srodki bokéw trojkata bedace-
go siatkag oraz punkty symetryczne do niego
wzgledem linii Srodkowych tego tréjkata.

8. Przyjmij m =bc? oraz n=ad>.

Drugie zawody indywidualne

9. Sprawdz, ze ar =13 oraz, ze dla kazdego
wyrazu a, podzielnego przez 13 istnieje dal-
szy wyraz podzielny przez 13 i jesli nie jest
to asn, to jest to jeden z wyrazéw od ag, do
a9n+12.

10. Rozwaz punkt symetryczny do punk-
tu D wzgledem punktu K i uzasadnij, ze lezy
on na okregu opisanym na tréjkacie ABC.

11. Przyporzadkuj kazdemu uczestnikowi
pare (a,b), gdzie a,b€{0,1,...,6} i skonstru-
uj 8 serii po 7 rejsow: w serii i =0,1,...,6
w rejsie j pltyna (a, ai+j); w serii 7 w rej-
sie 7 ptyna (7, b).

12. Sposéb 1. Przenie$ wszystkie sktadniki
na jedna strong i wylacz (z —y)* przed na-
wias.

Sposob 2. Podziel nierownos¢ stronami przez
z3y®, a nastepnie przyjmij s=z/y, t=s+ é,
uzyskujac t3 —12t+16 > 0.

13. Sposéb 1. Przenie$ wszystkie skladni-
ki na jedna strong i wytacz (x* —3zy+1°)?
przed nawias.

Sposob 2. Podziel nieréwnosé stronami przez
223, a nastepnie przyjmij s=x/y, t=s+ é,
uzyskujac > — 27t +54 > 0.

Trzecie zawody indywidualne

14. Odbij punkt C symetrycznie wzgledem
prostych AB i AD, a nastepnie uzasadnij, ze
punkt M jest srodkiem odcinka o koncach
w uzyskanych dwoch punktach.

15. Wykaz, ze jezeli abc#0, to istnieja takie
liczby catkowite k, m, n, ze a=km, b=Fkn,
c=mn. Wykorzystaj przy tym podzielnosci
clab, albe, blca (wynikajace z warunkéw za-
dania) i rozktad na czynniki pierwsze liczb
a, b, c.

16. Kazda z tych figur podziel odpowied-
nia wysokoscia na dwa kawalki, a nastepnie
z kazdej z otrzymanych par uléz prostokat.
Uczyn to w taki sposéb, aby prostokaty uzy-
skane w obu przypadkach byty przystajace.
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17. Wykre¢ wszystkie zaréowki z 26 kolumn,
ktoérych numery daja reszte 1 przy dzieleniu
przez 3. Uzasadnij, ze zostaje nieparzyscie
wiele zapalonych zaréwek, a kazdy przetacz-
nik zmienia stan parzyscie wielu.

18. Wykrec wszystkie zaréwki z 26 kolumn,
ktorych numery daja reszte 1 przy dzieleniu
przez 3 oraz z 16 wierszy, ktérych numery
daja reszte 1 przy dzieleniu przez 5. Uzasad-
nij, ze zostaje nieparzyscie wiele zapalonych
zaréwek, a kazdy przelacznik zmienia stan
parzyscie wielu.

Czwarte zawody indywidualne

19. Zamiast szeSciandéw rozwaz ich otocze-
nia o promieniu 3 (zlozone z dodatkowych
szesciu prostopadltosciandéw 1 x 1 x %, dwu-
nastu ¢éwieréwalcOw o promieniu podstawy
% i wysokosci 1 oraz oSmiu oktantéw kuli
o promieniu %) Wykaz, ze suma objetosci
tych otoczen jest wigksza od objetosci kuli
o promieniu Z.
20. Odpowiedz: t < —2.

Rozwaz wyrazenie P(—1)+ P(1) i wykaz, ze
dla kazdego t < —2 i dla kazdej pary a, b wie-
lomian P przyjmuje w przedziale (—1,00)
wartosci réznych znakéw. Ponadto uzasad-
nij, ze jezeli t > —2, to np. dla a=b=0 wie-
lomian P nie ma pierwiastkdw.

21. Znajdz takie liczby catkowite a, ¢, ze
10°° <a <107, 1 < <9 oraz

_ 10°" -6
59

a=c

Zauwaz (na przyklad powolujac sie na mate
twierdzenie Fermata), ze (10°7—6) /59 jest
liczba catkowita.

22. Odpowiedz: Nie.

Rozwaz dwa przeciwlegte wierzchotki kwa-
dratu, ktére wraz z czterema punktami dzie-
lacymi jego boki w stosunku 1:3 tworza sze-
Sciokat o polu 7/16 > 3/7.

23. Odpowiedz: Tak.

Podziel wielokat W prostymi réwnoleglymi
do ustalonej pary bokéw danego kwadra-
tu przechodzacymi przez wierzchotki W na
trapezy i tréjkaty. Przeprowadz dowdd nie
wprost.

Mecz matematyczny

24. Zauwaz, ze mozliwe reszty z dzielenia
piatych poteg liczb naturalnych przez 25 to
0, +1, £7, a jesli suma szesciu takich liczb
jest podzielna przez 25, to mozna je poltaczyé
w pary liczb o przeciwnych resztach. Nastep-
nie uzasadnij, ze jesli 25|a+b, to 125|a” +b°.
25. Sposdb 1. Skorzystaj dwukrotnie z na-
stepujacego faktu: W czworokacie wypu-
ktym odcinek taczacy $rodki przeciwlegltych
bokéw ma dlugosé nie wieksza od Sredniej
arytmetycznej dlugosci dwbéch pozostatych
bokéw, przy czym réwnosé zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy jest to odcinek laczacy
$rodki ramion trapezu.

Sposéb 2. Rozwaz okregi, ktorych srednica-
mi sa boki czworokata i uzasadnij, ze maja
punkt wspdlny bedacy punktem przeciecia
przekatnych czworokata. W tym celu udo-
wodnij nie wprost, ze przekatne czworokata
sa prostopadte.

26. Odpowiedz: 512 < n < 1024.
Zauwaz, ze as12 = a1024 = 1. Rozwaz ciag

512 4096
n=n /2"+

i udowodnij, ze ciag ilorazéw anii1/an jest
malejacy, a w szczegdlnosci przyjmuje war-
tosci najpierw wieksze od 1, a potem mniej-
sze od 1.

27. Wykaz, ze asn = (azn —2)2, na przyktad
wykorzystujac rownosé

1+v5\"  [1-v5\"
e (5 (5

ktorej mozna dowies¢ indukcyjnie.

28. Wykaz, ze punkt P, symetryczny do O
wzgledem prostej C'D, lezy na okregu opisa-
nym na trojkacie OEF, na przyktad korzy-
stajac z rownosci

ME-MF=MC-MD=MO-MP.
29. Przyjmij
ai=a+r(i—1), by=b+2r(i—1)

i dobierz a, b, r w taki sposéb, aby iloczy-
ny wyrazéw obu ciagéw byly réwne. Zaléz
dodatkowo, ze 2a =b+42r, czyli 2a; =bi11.
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Wskazowki

30. Odpowiedz: 125.

Sposob 1. Rozwaz ,tréjwymiarows szachow-

nice” o boku %

Sposéb 2. Na kazdej z trzech krawedzi napisz
kolejno liczby: pieé¢ széstek, szes¢ minus pig-
tek, piec szdstek, szes¢ minus piatek, ..., pie¢
szostek, a w pola duzego szeScianu wpisz ilo-
czyny odpowiednich liczb z krawedzi (tréj-
wymiarowa tabliczka mnozenia). Zauwaz, ze
kazdy klocek o wymiarach 1 x 1 x 11 pokry-
wa pola o sumie 0, wiec szesciany jednostko-
we muszg, pokry¢ pola o sumie réwnej sumie
wszystkich wpisanych liczb.

31. Odpowiedz: 4.

Sposéb 1. Oznacz spodki wysokosci popro-
wadzonych z wierzchotkéw C'1 K w trojkacie
CK L odpowiednio przez M i N, a punkt sy-
metryczny do O wzgledem AB przez P i za-
uwaz, ze L, N, O, P oraz L, N, H, M to
czwoérki punktéw lezacych na jednym okre-
gu. Wywnioskuj stad na przyktad, ze

CH-CM=CN-CL=CO-CP

skad CO/CH =3/4.

Sposéb 2. Oznacz przez D taki punkt w prze-
strzeni, ze czworo$cian ABC'D jest foremny,
a przez S — srodek ciezkosci $ciany ABD.
Zauwaz, ze

IKSL=JCSL= JCSK =90°

i wywnioskuj stad, ze rzut punktu S na
plaszczyzne ABC' jest $rodkiem cigzkosci
trojkata CK L.

32. OdpowiedZ: Pierwszy gracz ma strategie
wygrywajaca.

Gdyby drugi gracz mial strategie wygrywa-
jaca, mialby w szczegdlnosci zapewniajaca
zwyciestwo odpowiedZ na ruch pierwszego
gracza polegajacy na wybraniu liczby 1. Ale
woéwcezas gracz pierwszy mogtby ukrasé”
strategie drugiemu, samemu zaczynajac od
stosownego ruchu.

33. Rozwaz réwnanie Pella
¢ —7d*=1

i przyjmij b="7d?, a="Tcd(7c*d* +1).

34. OdpowiedZ: \/21.

Zauwaz, ze odcinki A1A2, A1A3, A1A5
musza by¢ krawedziami danego szescianu
i oznacz przez B, C' takie punkty lezace od-
powiednio na krawedziach A; Az, A1As, ze
AlB:%A1A3 oraz Alc’:iAlAg. Nastepnie
zauwaz, ze plaszczyzna Az BC' jest réwnole-
gta do ptaszczyzny m i odlegta od niej o 2.
Wyraz objetosé czworoscianu A3 A; BCs na
dwa sposoby; uzasadnij, ze z jednej strony
jest to

a z drugiej
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gdzie x jest szukang dlugoscig krawedzi sze-
$cianu.



