W poszukiwaniu (kontr)przyktadéw

Zdalne seminarium olimpijskie OMJ, 20.09.2025

Podziaty figur

Zadanie 1. Podziel kwadrat na:

a) 4 kwadraty, a nastepnie na 9, 16, 25, ...

b) 6 kwadratéw, a nastepnie na 8, 10, 12, ...

c¢) 7 kwadratéw, a nastepnie na 9, 11, 13, ...

Czy da sie podzieli¢ kwadrat na 2, 3, 5 kwadratow?

Zadanie 2 (XXI OMJ, przyktadowy zestaw zadan I stopnia, zad. 2). Prostokat o obwodzie 300 zostal
podzielony na 9 kwadratéw o boku dlugosci a. Wyznacz wszystkie mozliwe wartosci liczby a.

Zadanie 3 (XIV OMJ, czes$c¢ testowa, zad. 8). Czy tréojkat réwnoboczny mozna rozciaé na:
a) 4 tréjkaty réwnoboczne;

b) 6 trojkatéw réwnobocznych;

¢) 1000 tréjkatéw réwnobocznych?

Zadanie 4. Na ile trojkatow rownobocznych da sie podzieli¢ trojkat réwnoboczny?
Zadanie 5. Podziel dowolny:

a) tréjkat prostokatny na 2 tréjkaty réwnoramienne,

b) tréjkat ostrokatny na 3 tréjkaty réwnoramienne,

c¢) tréjkat na 4 tréjkaty réwnoramienne,

d) tréjkat réwnoramienny na 3 tréjkaty réwnoramienne,

e) tréjkat na 5 tréjkatéw réwnoramiennych.

Zadanie 6. Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej n > 4, kazdy tréjkat da sie podzielié na
n tréjkatéw réwnoramiennych.

Zadanie 7. a) Czy kazdy trojkat da sie rozcia¢ na cztery trojkaty przystajace?
b) Czy istnieje tréjkat, ktéry da sie rozciaé na pieé tréjkatéw przystajacych?

¢) (Obdz naukowy OMJ 2025, poziom OMJ, zad. 14) Czy istnieje tréjkat nieprostokatny, ktéry mozna
podzieli¢ na 5 trojkatéw podobnych do niego?




O utamkach prostych

Utamek o liczniku réwnym 1 oraz mianowniku bedacym dodatnia liczba catkowita nazywamy prostym.
Zadanie 8 (XVIII OMJ, czes¢ testowa, zad. 11). Czy liczbe % mozna przedstawié jako:

a) iloczyn dwéch utamkéw prostych;

b) sume dwéch utamkéw prostych;

¢) réznice dwoch utamkoéw prostych?

Zadanie 9. Czy liczbe % mozna zapisa¢ jako sume dwoch réznych utamkow prostych?

Zadanie 10. Na ile sposobéw mozna przedstawi¢ liczbe % jako sume dwoch utamkéw prostych?
Zadanie 11. Udowodnij, ze:

a) kazdy ulamek prosty rézny od 1 jest suma dwdch réznych utamkow prostych,

b) dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n > 1, utamek postaci % jest suma dwoch réznych utamkow
prostych,

¢) dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n > 1, utamek postaci % jest suma trzech réznych utamkéw
prostych.
Zadanie 12. Oblicz:
! + ! + ! + ...+ !
1-2  2-3 3.4 7 2024-2025

Zadanie 13. a) Rozl6z na utamki proste % w nastepujacy sposéb. Wyznacz najwigkszy utamek prosty
nie wiekszy niz % i odejmij go od % Podobnie postepuj dalej, zastepujac % przez otrzymany wynik.
Co sie dzieje z licznikami kolejnych wynikéw?

b) Niech a, b beda dodatnimi liczbami catkowitymi oraz niech % bedzie najwiekszym utamkiem pro-
stym nie wigkszym niz §. Udowodnij, ze po odjeciu % od 7 otrzymamy w wyniku utamek, ktéry
w formie nieskracalnej ma licznik mniejszy niz a.

¢) Udowodnij, ze kazda dodatnia liczba wymierna jest suma skoniczonej liczby réznych utamkéw pro-
stych.

W poszukiwaniu liczb

Zadanie 14 (Obdz naukowy OMJ 2025, poziom OMJ, zad. 16). Na tablicy napisano 10 kolejnych
dodatnich liczb catkowitych. Czy mozliwe jest, ze w tym celu kazdej z cyfr 0, 1, 2, ..., 9 uzyto tyle
samo razy?

Zadanie 15 (XIX OMJ, czesé testowa, zad. 1). Czy istnieja dwie liczby pierwsze, ktérych suma jest
réwna:

a) 17;
b) 18;
c) 197
Zadanie 16. Czy istnieje 2025 kolejnych dodatnich catkowitych liczb ztozonych?

Zadanie 17 (XX OMJ, II stopnia, zad. 4). Czy istnieja takie dodatnie liczby catkowite a oraz b, ze

Ya+ Vb= V20257



Zadanie 18 (XII OMJ, III stopnia, zad. 3). Dane sa takie dodatnie liczby calkowite a i b, ze kazda
z liczb ab oraz (a + 1)(b + 1) jest kwadratem liczby caltkowitej. Udowodnij, ze istnieje taka liczba
catkowita n > 1, dla ktérej liczba (a + n)(b+ n) jest kwadratem liczby catkowite;.

Zadanie 19 (LXXII OM, II stopnia, zad. 3). Dodatnie liczby calkowite a, b, z spelniaja zaleznosé
ab = 2% + 1. Udowodnij, ze istniejg takie dodatnie liczby catkowite z, y, ze
_ 2?24+ 1
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