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Wstęp

Ob óz Naukowy Olimpiady Matematycznej Juniorów (p oziom OM) przeprowadzono
w dniach 9-16 czerwca 2024 r. w Domu Rekolekcyjno-Konferencyjnym „Wieczernik”
w Świętej Katarzynie (wo j. świętokrzyskie). Do udziału w Ob ozie zakwalifikowano
uczniów z klas 7-8 szkół p o dstawowych z na jlepszymi wynikami w XIX OMJ.

Każdego dnia uczestnicy Ob ozu rozwiązywali zadania w formule konkursowej, pracu-
jąc zarówno indywidualnie, jak i w grupach. Pop ołudnia p oświęcone były na wykła-
dy tematyczne i za jęcia warsztatowe. W piątek o dbył się spacer do Świętokrzyskiego
Parku Naro dowego, a w sob otę przeprowadzony został mecz matematyczny.

W niniejszym opracowaniu zebrane są zadania konkursowe wraz z rozwiązaniami.
Zachęcamy do wykorzystania tych materiałów zwłaszcza w przygotowaniach do star-
tów w kolejnych edycjach Olimpiady Matematycznej dla szkół p onadp o dstawowych.

Trudność niektórych zadań, z którymi mierzyli się uczestnicy Ob ozu, przewyższa
zdecydowanie p oziom zawo dów finałowych OMJ. Wycho dząc (niekiedy wyraźnie)
p oza program merytoryczny Olimpiady, staraliśmy się wskazać niektóre p o dstawo-
we narzędzia przydatne na p oziomie międzynaro dowych zawo dów matematycznych
rozgrywanych na p oziomie juniorskim (ob ejmujących także uczniów szkół średnich)
oraz na zawo dach pierwszego i drugiego stopnia Olimpiady Matematycznej.

Miłej lektury!

Kadra Obozu

Uczestnicy Ob ozu Naukowego OMJ (p oziom OM)

Uczniowie: Baniel Bereza, Aleksander Dembny, Piotr Dybich, Marek Konieczny, Jan
Kropidłowski, Krzysztof Kowalik, Maksymilian Kuś, Mateusz Łukaszewicz,
Artur Smoleński, Szymon Michalik, Aleksander Rotkiewicz, Maria Reluga, Mikoła j
Rosowski, Jan Sałkowski, Krzysztof Suligowski, Witold Swacha, Lili Teo dorowicz,
Piotr Wesołowski, Piotr Zalewski, Igor Żuk.

Kadra: Paweł Dziuba (kierownik), Bartosz Głowacki, Kosma Kasprzak, Antoni
Łuczak, Arkadiusz Męcel, Miłosz Płatek, Witold Sikora.
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Rozkład o cen za rozwiązania zadań indywidualnych

Prace uczestników Ob ozu o ceniane były w skali olimpijskiej 0, 2, 5, 6. Rozkład o cen
przyznanych za rozwiązania zadań przedstawiony jest w p oniższej tab eli.

6 p. 5 p. 2 p. 0 p.
1. 4 9 1 6

2. 3 0 2 15

3. 1 5 1 13

4. 8 0 2 10

5. 0 2 1 17

6. 0 0 0 20

7. 13 0 1 6

8. 2 4 2 12

9. 2 1 0 17

10. 0 3 1 16

11. 1 0 1 18

12. 14 3 0 3

13. 10 2 3 5

14. 3 2 3 12

15. 7 2 0 11

16. 1 1 1 17

17. 11 2 1 6

18. 9 0 3 8

19. 8 2 1 9

20. 0 0 0 20

Zadania 21-38 rozwiązywane były w ramach pracy grup owej.
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Treści zadań

Zadanie 1.

Dana jest taka liczba rzeczywista x, że liczby x3 oraz x2 + x są wymierne. Wykaż,
że x jest liczbą wymierną.

Zadanie 2.

Czworokąt ABCD nieb ędący trap ezem jest wpisany w okrą g o śro dku w punkcie O.
Jego przekątne są prostopadłe i przecina ją się w punkcie P . Punkty M i N to śro dki
o dp owiednio b oków AB i CD. Wykaż, że MO = NP .

Zadanie 3.

Do datnią liczb ę całkowitą n nazwiemy fajną, jeśli dla dowolnych jej dzielników a; b

sp ełnia jących 1 < a < b < n różnica b � a jest również dzielnikiem n. Zna jdź
wszystkie liczby fa jne.

Zadanie 4.

Dana jest do datnia liczba całkowita n. Liczby 1; 2; : : : ; 2n zostały p o dzielone na dwa
cią gi sp ełnia jące warunki

a1 < a2 < : : : < an oraz b1 > b2 > : : : > bn:

Udowo dnij, że liczba

ja1 � b1j+ ja2 � b2j+ : : :+ jan � bnj

jest kwadratem liczby całkowitej.

Zadanie 5.

Na tablicy napisane są liczby 20 i 24. Co minutę każda z liczb jest zwiększana o 1

alb o p o dnoszona do kwadratu. Na przykład, p o minucie na tablicy mogą być liczby
400 i 25. Czy jest możliwe, że w p ewnym momencie liczby na tablicy b ędą sobie
równe?

Zadanie 6.

Okrą g wpisany w tró jkąt ABC jest styczny do b oków AB;BC;CA o dp owiednio
w punktach F;D;E. Oznaczmy śro dki okręgów wpisanych w tró jkąty DEF , AEF ,
BDF o dp owiednio przez I; S; T . Wykaż, że punkty I i F są symetryczne względem
prostej ST .
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Zadanie 7.

Asia i Basia gra ją w grę używa jąc pudełka, w którym na p o czątku jest n cukierków.
Ruch p olega na wycią gnięciu z pudełka dowolnej liczby cukierków i sp ełnia jącej
warunki

NWD(k; i) = 1 i 1 6 i 6 k;

gdzie k oznacza liczb ę cukierków zna jdującą się w pudełku b ezp ośrednio przed ru-
chem. Zaczyna jąc o d Asi, dziewczynki wykonują ruchy na przemian dop óki któraś
nie wycią gnie ostatniego cukierka — tym samym wygrywa jąc grę. W zależności o d
n rozstrzygnij, która dziewczynka może zap ewnić sobie zwycięstwo.

Zadanie 8.

Rozważmy cią g liczb rzeczywistych (xn) sp ełnia jący warunki x1 = 20; x2 = 24 oraz

xn+2 =

(
xn � 1

xn+1
; gdy xn+1 6= 0;

0; gdy xn+1 = 0:

dla n > 1. Wyznacz na jmniejszą do datnią liczb ę całkowitą k, dla której xk = 0, lub
udowo dnij, że taka liczba k nie istnieje.

Zadanie 9.

Punkt D leżący wewnątrz tró jkąta ABC sp ełnia warunek AD = DB. Proste CD

i AB przecina ją się w punkcie E sp ełnia jącym

CD

CE
=
EB

AE
:

Wykaż, że tró jkąt AEC jest równoramienny.

Zadanie 10.

Dany jest nieskończony cią g (an) do datnich liczb całkowitych sp ełnia jący dla każdej
do datniej liczby całkowitej n zależność

an+1 = 2an + 1:

Udowo dnij, że p ewien wyraz tego cią gu jest liczbą złożoną.

Zadanie 11.

W p ewnym kra ju jest n miast, z których niektóre są p ołączone drogami dwukie-
runkowymi. Z każdego miasta można dostać się do każdego innego używa jąc p ewnej
liczby dróg. Co więcej, wiemy, że z każdego miasta wycho dzą drogi do co na jmniej
d innych miast. Wykaż, że z dowolnego miasta można przejść do dowolnego innego
przecho dząc przez maksymalnie 3n=d innych miast.
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Zadanie 12.

Rozwiąż w liczbach rzeczywistych układ równań(
x = (y + 1)2

y = (x+ 1)2

Zadanie 13.

W sześciokącie foremnym ABCDEF o b oku 1 na przekątnej BD zaznaczamy punkt P ,
a na przekątnej DF zaznaczamy punkt Q tak, że

BP = QD = 1:

Wykaż, że punkty C;P;Q są wsp ółliniowe.

Zadanie 14.

Pola szachownicy o wymiarach n � n p omalowano w standardowy sp osób na biało
i czarno. Ruchem nazywamy wybranie kwadratu 2� 2 na szachownicy i zmienienie
kolorów jego p ól na kolory przeciwne. Dla jakich do datnich liczb całkowitych n > 2

p ewną liczbą ruchów możemy sprawić, by cała szachownica była w jednym kolorze?

Zadanie 15.

Trzy cięciwy p ewnego okręgu o śro dku w punkcie O przecina ją się w jednym punkcie,
różnym o d O, przy czym każde dwie z tych cięciw przecina ją się p o d kątem 60�.
Wykaż, że tró jkąt o wierzchołkach w śro dkach tych trzech cięciw jest równob o czny.

Zadanie 16.

Zna jdź wszystkie pary do datnich liczb całkowitych (a; b) sp ełnia jących p o dzielności

a2 + b2 j a3 + b i a2 + b2 j a+ b3:

Zadanie 17.

Do datnią liczb ę całkowitą nazwiemy fikuśną, jeżeli ma 70 cyfr i każda z cyfr o d 1
do 7 p o jawia się w jej zapisie dziesiętnym dokładnie 10 razy. Udowo dnij, że żadna
liczba fikuśna nie dzieli innej liczby fikuśnej.

Zadanie 18.

Do datnie liczby całkowite a; b; c; d; e sp ełnia ją równość abcde = a + b + c + d + e:

Zna jdź na jwiększą możliwą wartość maxfa; b; c; d; eg.

7



Zadanie 19.

Na okręgu zaznaczono 101 parami różnych punktów. Następnie każdą z cięciw o koń-
cach w tych punktach p okolorowano na jeden z 11 kolorów, przy czym użyto co
na jmniej dwó ch różnych kolorów. Udowo dnij, że p ewien tró jkąt o wierzchołkach
w zaznaczonych punktach ma dwa b oki jednego koloru, a trzeci — innego.

Zadanie 20.

Niech M b ędzie śro dkiem b oku BC tró jkąta ABC. Okrą g opisany na tró jkącie ABM
przecina o dcinek AC p o raz drugi w punkcie D. Okrą g opisany na tró jkącie AMC

przecina natomiast o dcinek AB p o raz drugi w punkcie E. Wykaż, że śro dek okręgu
opisanego na tró jkącie ADE leży na symetralnej o dcinka BC.

Zawo dy drużynowe

Zadanie 21.

Dwusieczna kąta ACB tró jkąta ABC przecina okrą g na nim opisany w punkcie W .
Okrą g o śro dku w punkcie W przecho dzący przez punkt C przecina prostą AC p o
raz drugi w punkcie D. Wykaż, że AD = BC.

Zadanie 22.

Każdy punkt płaszczyzny p okolorowano na jeden z trzech kolorów. Wykaż, że w re-
zultacie p ewien tró jkąt prostokątny ma jednokolorowe wierzchołki.

Zadanie 23.

Niech a; b; c b ędą do datnimi liczbami rzeczywistymi. Udowo dnij, że

c

a
+

a

b+ c
+
b

c
> 2:

Zadanie 24.

Parę do datnich liczb całkowitych (a; b) nazywamy mraśną, jeżeli w rozkładzie na
czynniki pierwsze liczb a i b występują dokładnie te same liczby pierwsze. Udowo d-
nij, że jest nieskończenie wiele par różnych liczb całkowitych (m;n), dla których
pary (m;n) oraz (m+ 1; n+ 1) są mraśne.
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Zadanie 25.

Dany jest tró jkąt ostrokątny ABC. Oznaczmy przez D sp o dek wysokości p oprowa-
dzonej z wierzchołka A. Punkty E i F różne o d D leżą na p ewnej prostej przecho-
dzącej przez punkt D, przy czym sp ełnione są równości <)AEB = <)AFC = 90�.
Oznaczmy przez M i N o dp owiednio śro dki o dcinków BC i EF . Udowo dnij, że
prosta AN jest prostopadła do prostej NM .

Zadanie 26.

Dla do datniej liczby nieparzystej n p ola szachownicy o wymiarach n� n p okoloro-
wano na p ewną liczb ę kolorów. Okazało się, że w każdym kwadracie 2 � 2 p ewne
dwa p ola są tego samego koloru. Wykaż, że na jwiększa możliwa liczba kolorów, jaka
mogła zostać użyta, to

n2 + 2n� 1

2
:

Mecz matematyczny

Zadanie 27.

Rozważmy tró jkąt ABC, dla którego sp ełniony jest warunek 2AB = BC + AC:

Wybierzmy punkt L na b oku AB, dla którego prosta CL to dwusieczna kąta ACB.
Okrą g styczny do prostej CL w punkcie L przecho dzący przez punkt A przecina
o dcinek AC w punkcie X, a okrą g styczny do prostej CL w punkcie L przecho dzący
przez punkt B przecina o dcinek BC w punkcie Y . Wykaż, że śro dek o dcinka CL

jest śro dkiem okręgu wpisanego w tró jkąt CXY .

Zadanie 28.

Okręgi 
 i � są styczne zewnętrznie, a prosta l jest jedną z ich dwó ch wsp ólnych
stycznych zewnętrznych. Oznaczmy punkt styczności prostej l z okręgiem 
 przez X.
Niech AX b ędzie średnicą okręgu 
. Prosta przecho dząca przez punkt A jest styczna
do okręgu � w punkcie B. Udowo dnij, że AB = AX.

Zadanie 29.

Punkt H jest orto centrum tró jkąta ABC. Prosta równoległa do prostej CH przecina
proste AB;AC o dp owiednio w punktach D;E. Załóżmy, że śro dek M o dcinka DE

leży na okręgu opisanym na tró jkącie BDH. Wykaż, że <)ABM = <)ACM .
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Zadanie 30.

Wykaż, że każdą do datnią liczb ę całkowitą można zapisać jako sumę p ewnej liczby
składników p ostaci 2a3b, gdzie a; b są nieujemnymi liczbami całkowitymi, w taki
sp osób, by żaden ze składników nie był wielokrotnością innego.

Zadanie 31.

Dla każdej liczby całkowitej o d 1 do 1000 obliczono ilo czyn jej niezerowych cyfr.
Następnie do dano wszystkie uzyskane wyniki. Wykaż, że uzyskana suma jest sze-
ścianem liczby całkowitej.

Zadanie 32.

Załóżmy, że do datnie liczby całkowite x i y sp ełnia ją równanie

x2 + x+ 1 = 3y2:

Wykaż, że liczba 2y � 1 jest kwadratem liczby całkowitej.

Zadanie 33.

Rozwiąż układ równań 8>><
>>:
(x+ y)3 = �z
(y + z)3 = �x
(z + x)3 = �y

dla parami różnych liczb rzeczywistych x; y; z.

Zadanie 34.

Wykaż, że dla dowolnych parami różnych nieujemnych liczb rzeczywistych x; y; z

zacho dzi
x2

(y � z)2
+

y2

(z � x)2
+

z2

(x� y)2
> 2:

Zadanie 35.

W tablicę o wymiarach n�n wpisano parami różne liczby rzeczywiste. Asia i Basia
dostały p o jednej kopii tej tablicy. Asia co minutę zapisuje na kartce na jwiększą
liczb ę wido czną w jej tablicy, a następnie zmazuje ją wraz z wszystkimi liczbami
w jej kolumnie i w jej wierszu. Basia p ostępuje p o dobnie ze swo ją tablicą, w każdej
minucie rozważa jąc na jmniejszą wido czną liczb ę. Po n minutach, gdy tablice są
puste, każda z dziewczynek do da je zapisane przez siebie liczby. Wykaż, że wynik
Asi nie b ędzie mniejszy o d wyniku Basi.
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Zadanie 36.

Na p olach nieskończonej szachownicy p ołożono p ewną (skończoną) liczb ę kamieni.
Jeśli na jakimś p olu leżą co na jmniej 4 kamienie, możemy zabrać z niego 4 kamienie
i rozłożyć p o jednym na p ola sąsiednie. Wykaż, że niezależnie o d naszych wyb orów
p o p ewnej liczbie takich op eracji na każdym p olu b ędą maksymalnie 3 kamienie.

Zadanie 37.

Na okrą głym stole leży 2024 działa jących zegarów wskazówkowych. Oznaczmy przez d
sumę o dległości o d śro dka stołu do śro dków tarczy tych zegarów. Udowo dnij, że
w p ewnym momencie suma o dległości między śro dkiem stołu a końcami wskazówek
minutowych, b ędzie nie mniejsza niż d.

Zadanie 38.

Na okręgu leży 1000 pudełek, każde zawiera jące p ewną liczb ę żetonów. W jednym
ruchu możemy wyjąć wszystkie żetony z dowolnego pudełka i rozmieścić je, umiesz-
cza jąc p o jednym żetonie w kolejnych pudełkach — zgo dnie z ruchem wskazówek
zegara. Wykaż, że dowolny p o czątkowy rozkład 2024 żetonów w pudełkach można
przekształcić w dowolny inny rozkład za p omo cą cią gu ruchów opisanych wyżej.
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Rozwiązania zadań

Zadanie 1.

Dana jest taka liczba rzeczywista x, że liczby x3 oraz x2 + x są wymierne. Wykaż,
że x jest liczbą wymierną.

Rozwiązanie: Dla dowolnych liczb wymiernych a; b suma a+b jest liczbą wymierną,

a jeśli b 6= 0 to również iloraz
a

b
ma tę własność. Ponieważ

x2 + x+ 1 =

�
x+

1

2

�2

+
3

4
> 0;

więc liczb ę x można wyrazić jako iloraz liczby wymiernej oraz niezerowej liczby
wymiernej p ostaci

x3 + x2 + x

x2 + x+ 1
= x;

co oznacza, że x jest liczbą wymierną.

Zadanie 2.

Czworokąt ABCD nieb ędący trap ezem jest wpisany w okrą g o śro dku w punkcie O.
Jego przekątne są prostopadłe i przecina ją się w punkcie P . Punkty M i N to śro dki
o dp owiednio b oków AB i CD. Wykaż, że MO = NP .

Rozwiązanie: Sp osób I

Udowo dnimy, że proste PM oraz ON są równoległe. Niech prosta MP przecina
o dcinek CD w punkcie X. Skoro <)APB = 90�, to AM = PM = BM , więc

<)PXC = 180� � <)XPC � <)PCX

= <)XPA� <)ACD = <)MPC � <)ACD

= 90� + <)MPB � <)ABD

= 90� + <)MPB � <)MBP = 90�:

Odcinek NO łączący śro dek cięciwy i śro dek okręgu jest prostopadły do CD. Skoro
prosta MX jest również prostopadła do CD, to dosta jemy równoległość NO oraz
MP . Analogicznie uzasadniamy, że proste NP oraz MO są równoległe, a skoro
czworokąt ABCD nie jest trap ezem, to punkty P;N;O;M nie leżą na jednej prostej.
Zatem czworokąt NPOM jest równoległob okiem, skąd wynika równość MO = NP .
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Sp osób I I

Skoro <)CPD = 90� oraz punkt N jest śro dkiem przyprostokątnej CD, to wiadomo,
że PN = CN . Wykażemy, że tró jkąty MBO i NOC są przysta jące, korzysta jąc
z cechy kąt–b ok–kąt. Istotnie, mamy <)OMB = <)CNO = 90� oraz CO = BO,
więc p ozosta je sprawdzić, że

<)MOB =
1

2
<)AOB = <)ACB = 90� � <)DBC = 90� � <)NOC = <)NCO:

Zatem istotnie tró jkąty MBO oraz NOC są przysta jące, a stąd MO = NC = NP:

Uwaga: Tym sp osob em udowo dniliśmy tezę również w przypadku, gdy czworokąt
ABCD jest trap ezem.

X

A B

C

O

P

D

M

N

Zadanie 3.

Do datnią liczb ę całkowitą n nazwiemy fajną, jeśli dla dowolnych jej dzielników a; b

sp ełnia jących 1 < a < b < n różnica b � a jest również dzielnikiem n. Zna jdź
wszystkie liczby fa jne.

Rozwiązanie: Zauważmy na jpierw, że zarówno liczba 1, jak i wszystkie liczby pierw-
sze oraz kwadraty liczb pierwszych są fa jne, p onieważ nie ma ją dzielników sp ełnia-
jących nierówności z treści zadania. Łatwo sprawdzić, że liczby 8, 6 i 12 również są
fa jne. Wykażemy, że p owyższa lista ob ejmuje wszystkie liczby fa jne.
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Sp osób I

Przypuśćmy nie wprost, że p ewna liczba x różna o d wymienionych p owyżej jest
fa jna. Rozważmy osobno przypadek, gdy x ma dokładnie jeden dzielnik pierwszy.

Niech więc x = pm, dla p ewnej liczby pierwszej p. Jeśli p = 2, to wyklucza jąc liczby
wskazane wcześniej, mamy m > 4. Wtedy jednak liczba 23 � 2 = 6 dzieli p otęgę
dwó jki, co nie jest możliwe.

Jeśli natomiast p > 2, to p onownie wyklucza jąc liczby pierwsze oraz ich kwadraty,
mamy m > 3, a zatem p2 � p = p(p� 1) jest dzielnikiem liczby x. Wynika stąd, że
p� 1 > 1 jest dzielnikiem p otęgi p, względnie pierwszym z p, co da je sprzeczność.

Pozostał do rozważenia przypadek, w którym x ma co na jmniej dwa różne dzielniki
pierwsze. Oznaczmy p ewne dwa z nich przez p i q tak, aby p > q. Zauważmy, że

x >
x

q
>
x

p
> 1

to dzielniki x. Zatem
x(p� q)

qp
=
x

q
� x

p

również dzieli x. Oznacza to, że liczba pq=(p� q) jest całkowita, czyli

p� q j pq:

Liczba p � q nie dzieli się przez p ani q, więc jest względnie pierwsza z pq. Zatem
p owyższa p o dzielność może mieć miejsce tylko w przypadku p � q = 1. Jest to
możliwe wyłącznie wtedy, gdy p = 3 i q = 2, więc liczba x jest p ostaci 2a3b, gdzie
a; b > 1. Nie każda liczba tej p ostaci jest jednak fa jna, co uzasadnimy niżej.

Gdyby a > 3, to liczba 5 = 8 � 3 dzieliłaby 2a3b, co nie jest możliwe. Gdyby zaś
zacho dził warunek b > 2, to liczba 7 = 9 � 2 dzieliłaby 2a3b, co nie jest prawdą.
Wynika stąd, że a 6 2 i b = 1, a zatem x = 6 lub x = 12. To kończy dowó d.

Sp osób I I

Po dobnie jak w pierwszym sp osobie sprawdzamy, że sp ośró d p otęg dwó jki tylko
1; 2; 4 i 8 są fa jne, a także, że liczby pierwsze i ich kwadraty są fa jne. Niech n

b ędzie inną liczbą fa jną. Gdyby n była nieparzysta, to różnica dowolnych jej dwó ch
dzielników byłaby parzysta, więc nie dzieliłaby n. Zatem liczba n jest parzysta, więc
skoro jest fa jna, to liczba n=2� 2 dzieli n, czyli jest p ostaci n=d dla p ewnego d > 3.
Zatem

n

2
� 2 =

n

d
6
n

3
; czyli n 6 12:

Pozosta je b ezp ośrednio sprawdzić, które z liczb o d 1 do 12 są fa jne.
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Zadanie 4.

Dana jest do datnia liczba całkowita n. Liczby 1; 2; : : : ; 2n zostały p o dzielone na dwa
cią gi sp ełnia jące warunki

a1 < a2 < : : : < an oraz b1 > b2 > : : : > bn:

Udowo dnij, że liczba

ja1 � b1j+ ja2 � b2j+ : : :+ jan � bnj
jest kwadratem liczby całkowitej.

Rozwiązanie:

Sp osób I

Rozpatrzmy następującą op erację na rozważanych cią gach: wybieramy p ewne wy-
razy ai i bj dla których jai � bj j = 1 i zamieniamy elementy ai i bj w obydwu
cią gach. Innymi słowy, w cią gu (ai) w miejsce i-tego wyrazu wstawiamy bj , i p o-
dobnie w cią gu (bi) wstawiamy w miejsce j-tego wyrazu liczb ę ai. Okazuje się,
że p o takiej zmianie cią gi nadal b ędą sp ełniać założenia zadania. Istotnie, jeśli
ai + 1 = bj , to ai�1 < bj < ai+1 i p o dobnie dla zmo dyfikowanego cią gu (bi) mamy
bj+1 < ai < bj�1. Po dobnie argumentujemy dla ai � 1 = bj : Uzasadnimy, że ta
op eracja nie wpływa na rozważaną w zadaniu sumę wartości b ezwzględnych.

Jeśli i = j, to wartość każdego składnika p ozosta je niezmieniona, gdyż zamieniliśmy
jedynie składnik jai � bij na jbi � aij. Jeśli i < j, to rozważamy dwie możliwości.

• Dla ai < bj , skoro ai < aj oraz bj < bi, to ai < bi oraz aj > bj . Stąd
w wyniku naszej op eracji liczba jai�bij = bi�ai zamieniona zostanie w liczb ę
jbj � bij = bi � bj = bi � (ai + 1) = bi � ai � 1, czyli zmniejszy się o 1.
Analogicznie, wartość jaj�bj j zwiększy się o 1. Cała suma się więc nie zmieni.

• Jeśli ai > bj , to ai > bi oraz aj < bj . Stąd w wyniku naszej op eracji liczba
jai�bij = ai�bi zamieniona zostanie w jbj�bij = bj�bi = ai+1�bi = ai�bi+1,
czyli zwiększy się o 1, i p o dobnie uzasadniamy, że wartość jaj � bj j zmniejszy
się o 1. Zatem cała rozważana suma również w tym przypadku się nie zmieni.

Po dobnie uzasadniamy, że gdy i > j, to suma z treści zadania się nie zmienia.

Rozważanym cią giem op eracji możemy „doprowadzić” a1 do wartości 1, następnie
a2 do wartości 2, i tak dalej, aż do jdziemy do sytuacji gdzie ai = i i bj = 2n+1� j

dla wszystkich i; j o d 1 do n. W tym przypadku rozważana suma wynosi

j1� 2nj+ j2� (2n� 1)j+ : : :+ jn� (n+ 1)j = (2n� 1) + (2n� 3) + : : :+ 1 = n2:
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Sp osób I I

Niech k b ędzie liczbą elementów cią gu b1; b2; : : : ; bn większych o d n. Skoro cią g jest
malejący, to tymi elementami są b1; b2; : : : ; bk. Z drugiej strony oznacza to, że w cią gu
a1; : : : ; an jest n � k liczb większych o d n, a skoro cią g (ai) jest rosnący, to są to
an; an�1; : : : ; ak+1. W takim razie dla i = 1; 2; : : : ; n wśró d ai; bi dokładnie jedna
jest większa o d n. Zatem rozważana suma wynosi

(b1 � a1) + : : :+ (bk � ak) + (ak+1 � bk+1) + : : :+ (an � bn) =

= ((n+ 1) + (n+ 2) + : : :+ 2n)� (1 + 2 + : : :+ n) = n2:

Zadanie 5.

Na tablicy napisane są liczby 20 i 24. Co minutę każda z liczb jest zwiększana o 1

alb o p o dnoszona do kwadratu. Na przykład, p o minucie na tablicy mogą być liczby
400 i 25. Czy jest możliwe, że w p ewnym momencie liczby na tablicy b ędą sobie
równe?

Rozwiązanie: Rozważmy pierwszy moment, w którym liczby na tablicy są równe.
Załóżmy, że w momencie tym upłynęło t minut. Jasne jest, że nie mogliśmy wykonać
w p oprzednim ruchu tej samej op eracji na obu liczbach, p onieważ w tym wypadku
już wtedy byłyby sobie równe. W takim razie w p oprzednim kroku na tablicy za-
pisana była w p ewnej kolejności para liczb n; n2 � 1, dla p ewnej do datniej liczby
całkowitej n. Liczba n2�1 nie jest kwadratem, więc musiała być otrzymana p oprzez
zwiększenie p ewnej liczby o 1. Powtarza jąc to rozumowanie nietrudno zauważyć, że
w ostatnich

n2 � 1� (n� 1)2 = 2n� 2

minutach liczba na drugiej p ozycji nie mogła być p o dnoszona do kwadratu — mu-
siano do dawać do niej 1 alb o przez ostatnie 2n� 2 minut, alb o o d samego p o czątku
(jeśli t < 2n� 2).

Pierwszy przypadek nie może mieć miejsca, gdyż w t� 1-wszej chwili jedna z liczb
wynosiła n, a skoro w każdej minucie każda z liczb rośnie, to o d p o czątku do minuty
t mogło minąć nie więcej niż n� 20 < 2n� 2 minut.

Zatem musi zacho dzić drugi przypadek. Wtedy jednak jedna z liczb 20, 24 musi być
między (n�1)2 a n2, skąd dosta jemy n = 5. Na tablicy nie mogła się jednak p o jawić
w żadnym momencie liczba 5. Otrzymana sprzeczność dowo dzi, że na tablicy nigdy
nie p o jawią się dwie równe liczby.
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Zadanie 6.

Okrą g wpisany w tró jkąt ABC jest styczny do b oków AB;BC;CA o dp owiednio
w punktach F;D;E. Oznaczmy śro dki okręgów wpisanych w tró jkąty DEF , AEF ,
BDF o dp owiednio przez I; S; T . Wykaż, że punkty I i F są symetryczne względem
prostej ST .

Rozwiązanie: Z twierdzenia o kącie wpisanym i dopisanym mamy

<)SFE =
1

2
<)AFE =

1

2
<)FDE;

a skoro tró jkąt AFE jest równoramienny, to <)SFE = <)SEF . Zatem

<)FSE + <)FDE = 180� � 1

2
<)FDE � 1

2
<)FDE + <)FDE = 180�;

więc punkty S;D;E; F leżą na jednym okręgu, a p onadto S jest śro dkiem łuku EF .
Zatem z twierdzenia o tró jliściu zastosowanego do tró jkąta DEF , mamy SI = SF .
Analogicznie TI = TF , skąd otrzymujemy tezę.

A B

C

I

E

F

D

S
T

Uwaga. W dowo dzie korzystamy z tzw. twierdzenia o trójliściu (lub trójzębie )
mówiącego, że jeśli I jest śro dkiem okręgu wpisanego w tró jkąt XY Z, zaś P jest
śro dkiem łuku XZ okręgu opisanego na tró jkącie XY Z niezawiera jącego punktu Y ,
to IP = XP = ZP:
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Zadanie 7.

Asia i Basia gra ją w grę używa jąc pudełka, w którym na p o czątku jest n cukierków.
Ruch p olega na wycią gnięciu z pudełka dowolnej liczby cukierków i sp ełnia jącej
warunki

NWD(k; i) = 1 i 1 6 i 6 k;

gdzie k oznacza liczb ę cukierków zna jdującą się w pudełku b ezp ośrednio przed ru-
chem. Zaczyna jąc o d Asi, dziewczynki wykonują ruchy na przemian dop óki któraś
nie wycią gnie ostatniego cukierka — tym samym wygrywa jąc grę. W zależności o d
n rozstrzygnij, która dziewczynka może zap ewnić sobie zwycięstwo.

Rozwiązanie: Wykażemy, że Basia może zap ewnić sobie zwycięstwo dokładnie wte-
dy, gdy n jest liczbą parzystą. Załóżmy wpierw, że n jest liczbą nieparzystą. Wtedy
Asia może wycią gnąć w jednym ruchu n� 2 cukierków, zostawia jąc Basię z dwoma
i zmusza jąc ją do wycią gnięcia w swoim ruchu dokładnie jednego cukierka. Następnie
Asia w swoim ruchu b ędzie mogła wycią gnąć ostatniego cukierka, wygrywa jąc.

Jeżeli natomiast n jest liczbą parzystą, to Asia w pierwszym ruchu musi zabrać
nieparzystą liczb ę cukierków, zostawia jąc ich nieparzyście wiele w pudełku. Basia
b ędzie wtedy mogła użyć opisanej p owyżej strategii, gwarantując swo je zwycięstwo.

Zadanie 8.

Rozważmy cią g liczb rzeczywistych (xn) sp ełnia jący warunki x1 = 20; x2 = 24 oraz

xn+2 =

(
xn � 1

xn+1
; gdy xn+1 6= 0;

0; gdy xn+1 = 0:

dla n > 1. Wyznacz na jmniejszą do datnią liczb ę całkowitą k, dla której xk = 0, lub
udowo dnij, że taka liczba k nie istnieje.

Rozwiązanie: Z definicji naszego cią gu wynika, że jeśli xn+1 6= 0, to

xn+2xn+1 = xn+1xn � 1:

W szczególności jeśli p owyższa wartość jest niezerowa, to xn+2 6= 0. Nietrudno stąd
wywnioskować, na przykład meto dą indukcji, że

xnxn+1 = 481� n

i xn 6= 0 dla n = 1; 2; : : : ; 481. Mamy zatem x481x482 = 0. Stąd x482 = 0 i szukaną
liczbą k jest 482.
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Zadanie 9.

Punkt D leżący wewnątrz tró jkąta ABC sp ełnia warunek AD = DB. Proste CD

i AB przecina ją się w punkcie E sp ełnia jącym

CD

CE
=
EB

AE
:

Wykaż, że tró jkąt AEC jest równoramienny.

Rozwiązanie: Sp osób I. Niech punkt F p owsta je przez o dbicie punktu E względem
śro dka prostej AB. Z warunków zadania mamy

CD

CE
=
AF

AE
:

Zatem, z twierdzenia o dwrotnego do twierdzenia Talesa, o dcinek FD jest równoległy
do AC. Skoro punkt D leży na symetralnej prostej AB, uzyskujemy równość kątów

<)DFE = <)DEF:

Łącząc p owyższe obserwacje otrzymujemy <)CAE = <)DFE = <)DEF = <)CEA;

skąd b ezp ośrednio wynika teza.

Sp osób I I

Niech G b ędzie punktem leżącym na b oku AC, takim że o dcinek DG jest równoległy
do prostej AB. Z twierdzenia Talesa oraz z warunków zadania mamy

GD

AE
=
CD

CE
=
EB

AE
:

Uzyskujemy stąd GD = EB. Do datkowo, skoro <)GDE = <)BED, to tró jkąty
GDE oraz BED są przysta jące (cecha b ok–kąt–b ok). Stąd DB = GE = AD, zgo d-
nie z warunkami zadania. Trap ez AEDG ma zatem równe przekątne, czyli jest rów-
noramienny. Kąty przy p o dstawie AE są więc równe, co kończy dowó d.

A BE

C

D

F

G
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Zadanie 10.

Dany jest nieskończony cią g (an) do datnich liczb całkowitych sp ełnia jący dla każdej
do datniej liczby całkowitej n zależność

an+1 = 2an + 1:

Udowo dnij, że p ewien wyraz tego cią gu jest liczbą złożoną.

Rozwiązanie: Na p o czątku wyznaczmy wzór na wyraz ogólny cią gu (an). Oznacza-
jąc dla każdego n przez xn liczb ę an + 1 oraz do da jąc do obu stron równości z tezy
zadania liczb ę 1, otrzymujemy

xn+1 = 2xn

Wynika stąd, że xn+1 = 2n � x1, czyli

an+1 = xn+1 � 1 = 2n � (a1 + 1)� 1:

Przypuśćmy nie wprost, że dla każdego n > 1 liczba an jest pierwsza. W szcze-
gólności, p = a1 jest liczbą pierwszą. Ewentualnie ignorując pierwszy wyraz cią gu
(an) możemy założyć b ez straty ogólności, że p > 2, czyli p jest liczbą nieparzystą.
Korzysta jąc z małego twierdzenia Fermata, uzyskujemy kongruencje

ap = 2p�1(p+ 1)� 1 � 1 � (p+ 1)� 1 = p � 0 (mod p):

Cią g (an) jest ściśle rosnący, więc ap > a1 = p. Wynika stąd, że wyraz ap, jako p o-
dzielny przez liczb ę p > 1 i o d niej większy, jest liczbą złożoną. Uzyskana sprzeczność
kończy dowó d.

Zadanie 11.

W p ewnym kra ju jest n miast, z których niektóre są p ołączone drogami dwukie-
runkowymi. Z każdego miasta można dostać się do każdego innego używa jąc p ewnej
liczby dróg. Co więcej, wiemy, że z każdego miasta wycho dzą drogi do co na jmniej
d innych miast. Wykaż, że z dowolnego miasta można przejść do dowolnego innego
przecho dząc przez maksymalnie 3n=d innych miast.

Rozwiązanie: Rozważmy dowolne dwa sp ośró d naszych miast, p owiedzmy A i B.
Niech możliwie na jkrótsza trasa między nimi przecho dzi przez k innych miast, i na-
zwijmy je wraz z A i B wygodnymi. Zauważmy, że jedyne drogi między wygo dnymi
miastami to te należące do rozważanej trasy — inaczej można by było ją skró cić.
Zatem każde z wygo dnych miast jest p ołączone z co na jwyżej dwoma wygo dnymi
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miastami, więc z co na jmniej d�2 niewygo dnymi miastami. Łączna liczba dróg mię-
dzy miastami wygo dnymi a niewygo dnymi wynosi zatem co na jmniej (d�2)(k+2).

Gdyby jakieś niewygo dne miasto było p ołączone z więcej niż trzema wygo dnymi
miastami, to przecho dząc przez to miasto otrzymalibyśmy krótszą ścieżkę, co da je
sprzeczność. Zatem jest co na jwyżej 3(n�k� 2) dróg między miastami wygo dnymi
a niewygo dnymi.

Łącząc uzyskane nierówności mamy

(k + 2)(d� 2) 6 3(n� k � 2);

skąd
3n > 3 � (k + 2) + (d� 2)(k + 2) = (k + 2)(d+ 1) > kd:

Dzieląc strony uzyskanej nierówności przez d, otrzymujemy tezę.

Zadanie 12.

Rozwiąż w liczbach rzeczywistych układ równań(
x = (y + 1)2

y = (x+ 1)2

Rozwiązanie: Sp osób I. Przypuśćmy, że rozważany układ ma rozwiązanie. Z symetrii
układu możemy b ez straty ogólności przyjąć, że x > y. Zauważmy, że x + 1 > 1,
p onieważ liczba x = (y + 1)2 jest nieujemna, jako kwadrat liczby rzeczywistej.
Wynika stąd cią g nierówności

x > y = (x+ 1)2 > x+ 1 > x:

Do cho dzimy do sprzeczności, a zatem rozważany układ nie ma rozwiązań.

Sp osób I I

Jeśli x = y, to równanie x = (x + 1)2 = x2 + 2x + 1 jest równoważne z równaniem
x2 + x+ 1 =

�
x+ 1

2

�2
+ 3

4
= 0, które nie ma rozwiązań.

Jeśli x 6= y, to o dejmując strony równań wyjściowego układu, uzyskujemy

x� y = (y + 1)2 � (x+ 1)2 = (y + 1� x� 1)(y + 1 + x+ 1) = (y � x)(x+ y + 2):

Skoro x � y 6= 0, to równanie wyżej jest równoważne warunkowi x = �y � 3: Stąd
�y � 3 = (y + 1)2, czyli y2 + 3y + 4 =

�
y + 3

2

�2
+ 7

4
= 0; które to równanie również

nie ma rozwiązań. Wyjściowy układ równań nie ma więc rozwiązań.
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Zadanie 13.

W sześciokącie foremnym ABCDEF o b oku 1 na przekątnej BD zaznaczamy punkt P ,
a na przekątnej DF zaznaczamy punkt Q tak, że

BP = QD = 1:

Wykaż, że punkty C;P;Q są wsp ółliniowe.

Rozwiązanie: Sp osób I. Każdy kąt wewnętrzny sześciokąta foremnego ma miarę
120�. Skoro BC = CD, to <)BDC = <)DBC = 30�. Zatem z warunku BP = BC

uzyskujemy

<)PCB =
180� � <)PBC

2
= 75�:

Z drugiej strony

<)FDC = <)EDC � <)EDF = 120� � 30� = 90�:

Stąd tró jkąt CDQ jest prostokątny i równoramienny, a <)QCD = 45�. Zatem

<)QCB = 120� � 45� = 75� = <)PCB;

skąd dosta jemy wsp ółliniowość punktów C;P;Q.

Sp osób I I

Po dobnie jak w p oprzednim sp osobie wykazujemy, że <)PBC = <)QDE = 30�.
Niech O b ędzie śro dkiem (symetrii) sześciokąta ABCDEF . Czworokąty OBCD

oraz ODEF są rombami, skąd <)OBP = <)ODQ = 30�.

Rozważmy okrą g o śro dku w punkcie B i promieniu 1, przecho dzący przez punk-
ty O, P oraz C. Na mo cy twierdzenia o kącie śro dkowym i wpisanym mamy za-
tem <)OCP = 1

2
� <)OBP = 15�. Po dobnie rozważa jąc okrą g o śro dku w punk-

cie D i promieniu 1, przecho dzący przez punkty O;Q oraz C, stwierdzamy równość
<)OCQ = 1

2
� <)ODQ = 15� = <)OCP . Stąd punkty C;P;Q są wsp ółliniowe.

A B

C

DE

F

P

Q

O
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Zadanie 14.

Pola szachownicy o wymiarach n � n p omalowano w standardowy sp osób na biało
i czarno. Ruchem nazywamy wybranie kwadratu 2� 2 na szachownicy i zmienienie
kolorów jego p ól na kolory przeciwne. Dla jakich do datnich liczb całkowitych n > 2

p ewną liczbą ruchów możemy sprawić, by cała szachownica była w jednym kolorze?

Rozwiązanie: Dla liczb n p o dzielnych przez 4, szachownicę rozmiaru n�n możemy
p o dzielić na identyczne kwadraty 4 � 4 i na każdym kwadracie wykonać p oniższe
op eracje, doprowadza jąc do jednokolorowej tablicy.

Zatem liczby n p o dzielne przez 4 sp ełnia ją warunek zadania. Udowo dnimy, że są to
jedyne takie liczby.

Rozpatrzmy dowolną kolumnę szachownicy. W jednym ruchu możemy zmienić liczb ę
białych p ól w tej kolumnie o liczb ę parzystą. Zatem dowolny cią g ruchów zachowuje
parzystość tej liczby.

Jeśli n � 2 (mod 4), to w dowolnej kolumnie jest na p o czątku nieparzyście wiele
białych p ól, więc nie możemy doprowadzić do sytuacji gdzie jest ich 0 lub n.

Jeśli natomiast liczba n jest nieparzysta, możemy rozważyć dwie kolejne kolumny.
W jednej z nich jest parzyście wiele białych p ól, a w drugiej — nieparzyście wiele.
Zatem łączna liczba białych p ól w tych kolumnach jest nieparzysta. Nie możemy
więc doprowadzić do jednokolorowej tablicy, w której ta liczba wyniosłaby 0 lub 2n.

Zatem jedynymi rozwiązaniami są liczby n p o dzielne przez 4.

Zadanie 15.

Trzy cięciwy p ewnego okręgu o śro dku w punkcie O przecina ją się w jednym punkcie,
różnym o d O, przy czym każde dwie z tych cięciw przecina ją się p o d kątem 60�.
Wykaż, że tró jkąt o wierzchołkach w śro dkach tych trzech cięciw jest równob o czny.

Rozwiązanie: Oznaczmy punkt przecięcia cięciw przez P , a ich śro dki przez K;L;M .

Jeśli których z trzech śro dków — p owiedzmy, że punkt K — p okrywa się z punk-
tem P , to cięciwy o śro dkach w punktach L i M są symetryczne względem prostej
PO, więc LK = KM , co w p ołączeniu z warunkiem <)LKM = 60� da je tezę.
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Załóżmy więc, że punkty K;L;M są różne o d punktu P . Wtedy w szczególności
żadne z punktów K;L;M nie p okrywa ją się.

Jeśli punkt K nie p okrywa się z punktem O, to <)PKO = 90�, więc punkt K leży
na okręgu o średnicy PO. Jeśli punkt K p okrywa się z punktem O, to również leży
na tym okręgu. Analogicznie dowo dzimy, że punkty L i M leżą na tym okręgu.

Kąt KLM jest oparty na łuku KM , a kąt KPM oparty na tym samym łuku ma
miarę 60� lub 120�, więc <)KLM przyjmuje jedną z tych wartości. Analogicznie
uzyskujemy, że wszystkie kąty tró jkąta KLM ma ją miary 60� lub 120�. Musi on
zatem być równob o czny.

P

O

K

L
M

Zadanie 16.

Zna jdź wszystkie pary do datnich liczb całkowitych (a; b) sp ełnia jących p o dzielności

a2 + b2 j a3 + b i a2 + b2 j a+ b3:

Rozwiązanie: Z warunków zadania wynika, że liczba a2+ b2 jest dzielnikiem liczby

b(b2 + a2)� (a+ b3) = a(ab� 1): (*)

Wykażemy, że liczby a i b są względnie pierwsze.

Niech d = NWD(a; b). Oznaczmy

x =
a

d
i y =

b

d
:
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Oczywiście liczby x i y są względnie pierwsze. Zapisując p o dzielność a2+b2 j a(ab�1)
za p omo cą nowych oznaczeń otrzymujemy

d2(x2 + y2) j dx(d2xy � 1); czyli d j d2x2y � x:

Zatem liczba d dzieli liczb ę x. Analogicznie uzasadniamy, że liczba d dzieli liczb ę y.
Ale NWD(x; y) = 1, zatem d = 1.

Ze względnej pierwszości liczb a i b wynika, że NWD(a2+ b2; a) = 1. Istotnie, jeśli p
jest liczbą pierwszą dzielącą a2+ b2 oraz a, to p dzieli b2, czyli dzieli a oraz dzieli b.

Łącząc uzyskany fakt z p o dzielnością (*), otrzymujemy

a2 + b2 j ab� 1:

Zacho dzi przy tym nierówność

0 6 ab� 1 < 2ab 6 a2 + b2:

Wynika stąd, że ab�1 = 0, co implikuje a = 1 oraz b = 1. Bezp ośrednio sprawdzamy,
że ta para p osiada żądane własności.

Zadanie 17.

Do datnią liczb ę całkowitą nazwiemy fikuśną, jeżeli ma 70 cyfr i każda z cyfr o d 1
do 7 p o jawia się w jej zapisie dziesiętnym dokładnie 10 razy. Udowo dnij, że żadna
liczba fikuśna nie dzieli innej liczby fikuśnej.

Rozwiązanie: Suma cyfr dowolnej liczby fikuśnej wynosi

(1 + : : :+ 1| {z }
10 razy

) + : : :+ (7 + : : :+ 7| {z }
10 razy

) = 10(1 + 2 + : : :+ 7) = 280;

więc każda taka liczba da je przy dzieleniu przez 9 resztę 1.

Rozważmy teraz takie dwie liczby fikuśne n;m, że n j m. Możemy wtedy zapisać
m = nk, dla p ewnej do datniej liczby całkowitej k. Skoro liczby n i m ma ją taką samą
liczb ę cyfr, to k 6 9. Skoro jednak zarówno liczby m, jak i n da ją przy dzieleniu
przez 9 resztę 1, to

1 � m � n � k � k (mod 9);

co p o p ołączeniu z wcześniejszym szacowaniem implikuje, że k = 1. W takim razie
n = m, więc żadna liczba fikuśna nie może dzielić innej liczby fikuśnej.
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Zadanie 18.

Do datnie liczby całkowite a; b; c; d; e sp ełnia ją równość abcde = a + b + c + d + e:

Zna jdź na jwiększą możliwą wartość maxfa; b; c; d; eg.

Rozwiązanie:

Załóżmy b ez straty ogólności, że a 6 b 6 c 6 d 6 e. Chcemy więc znaleźć na jwiększą
możliwą wartość e. Skoro e < a + b + c + d + e 6 5e; to e < abcde 6 5e, czyli
1 < abcd 6 5. W takim razie (a; b; c; d) jest jedną z czwórek

(1; 1; 1; 2); (1; 1; 1; 3); (1; 1; 1; 4); (1; 1; 1; 5); (1; 1; 2; 2):

Dla każdego z tych przypadków łatwo znaleźć jedyną wartość e sp ełnia jącą równość
z treści zadania. Na jwiększa okazuje się ona w pierwszym przypadku, gdzie e = 5.
Zatem o dp owiedzią jest właśnie liczba 5.

Zadanie 19.

Na okręgu zaznaczono 101 parami różnych punktów. Następnie każdą z cięciw o koń-
cach w tych punktach p okolorowano na jeden z 11 kolorów, przy czym użyto co
na jmniej dwó ch różnych kolorów. Udowo dnij, że p ewien tró jkąt o wierzchołkach
w zaznaczonych punktach ma dwa b oki jednego koloru, a trzeci — innego.

Rozwiązanie: Przypuśćmy nie wprost, że tró jkąt o p ostulowanych własnościach
nie istnieje. Rozważmy dowolny z zaznaczonych punktów i oznaczmy go przez A1.
Skoro z punktu A1 wycho dzi 100 cięciw, a kolorów jest 11, więc co na jmniej 10 z tych
100 cięciw jest tego samego koloru, p owiedzmy niebieskiego. Niech A2; : : : ; A11 b ędą
dziesięcioma punktami p ołączonymi z punktem A1 niebieskimi cięciwami. Gdyby
p ewne dwa z tych punktów nie były p ołączone cięciwą niebieskiego koloru, to razem
z punktem A1 tworzyłyby szukany tró jkąt.

Weźmy dowolny punkt X różny o d A1; : : : ; A11 i rozważmy kolory cięciw p ostaci
XA2; : : : ; XA11.

Przypadek 1. Wśró d XA2; : : : ; XA11 jest cięciwa niebieska, p owiedzmy XAi.

W tym przypadku, aby tró jkąt XA1Ai nie miał dwó ch b oków niebieskich i trzeciego
w innym kolorze, cięciwa A1X również musi być niebieska. Następnie dla każdego
j 2 f2; : : : ; 11g cięciwa XAj też musi być niebieska, inaczej tró jkąt XA1Aj miałby
dwa b oki jednego koloru, a trzeci — innego.
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Przypadek 2. Żadna z cięciw XA2; : : : ; XA11 nie jest niebieska.

W tym przypadku rozważane 10 cięciw musi mieć parami różne kolory: gdyby b o-
wiem XAi i XAj miały ten sam kolor — różny o d niebieskiego — to z niebieską
AiAj utworzyłyby tró jkąt z dwoma b okami jednego koloru i trzecim innego. Zatem
XA2; : : : ; XA11 wykorzystują dokładnie wszystkich 10 kolorów różnych o d niebie-
skiego. Kolor A1X z jednej strony nie może być niebieski, b o wraz z dowolnym XAj

dałby tró jkąt, którego istnienie wykluczamy, ale też nie może być nie być niebieski,
gdyż wówczas p okrywałby się z kolorem p ewnego XAi, co znów tworzy niep ożądany.
Sprzeczność.

Zadanie 20.

Niech M b ędzie śro dkiem b oku BC tró jkąta ABC. Okrą g opisany na tró jkącie ABM
przecina o dcinek AC p o raz drugi w punkcie D. Okrą g opisany na tró jkącie AMC

przecina natomiast o dcinek AB p o raz drugi w punkcie E. Wykaż, że śro dek okręgu
opisanego na tró jkącie ADE leży na symetralnej o dcinka BC.

Rozwiązanie: Chcemy udowo dnić, że punkty B i C są w równej o dległości o d śro dka
okręgu opisanego na tró jkącie ADE. Wystarczy wykazać, że punkty te ma ją równą
p otęgę względem tego okręgu.

Dla punktu B, wartość p otęgi względem rozważanego okręgu jest równa BA � BE,
co jest również p otęgą punktu B względem okręgu przecho dzącego przez punkty
A;E;C;M . Liczba ta jest zatem równa ilo czynowi BC � BM . Analogicznie uzasad-
niamy, że p otęga punktu C względem okręgu opisanego na tró jkącie ADE równa
jest

CA � CD = CB � CM = CB �BM = BA �BE;
więc p otęgi punktów B i C względem okręgu opisanego na tró jkącie ADE są równe.

A

B M

E

C

D
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Zawo dy drużynowe

Zadanie 21.

Dwusieczna kąta ACB tró jkąta ABC przecina okrą g na nim opisany w punkcie W .
Okrą g o śro dku w punkcie W przecho dzący przez punkt C przecina prostą AC p o
raz drugi w punkcie D. Wykaż, że AD = BC.

Rozwiązanie: Mamy WC =WD, więc również

<)WDA = <)WCA = <)WCB:

Co więcej, mamy
<)WAD = 180� � <)WAC = <)WBC:

Wnioskujemy stąd, że tró jkąty WAD i WBC są p o dobne (cecha kąt–kąt–kąt), a sko-
ro WC =WD, to tró jkąty te są również przysta jące. Zatem AD = BC.

A B

C

W

D

Zadanie 22.

Każdy punkt płaszczyzny p okolorowano na jeden z trzech kolorów. Wykaż, że w re-
zultacie p ewien tró jkąt prostokątny ma jednokolorowe wierzchołki.

Rozwiązanie: Przypuśćmy nie wprost, że nie ma takiego tró jkąta, i ustalmy do-
wolną prostą k. Pewien kolor p owtarza się na niej co na jmniej 3 razy, niech b ędzie
to czerwony. Poprowadźmy proste l1; l2; l3 prostopadłe do k przecina jące tą prostą
w czerwonych punktach. Na tych trzech prostych nie mogą się p o jawić żadne inne
punkty czerwone, inaczej b owiem p owstałby tró jkąt prostokątny.
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Przetnijmy proste l1; l2; l3 z prostą m równoległą do prostej k. Trzy uzyskane w ten
sp osób punkty przecięcia są p okolorowane na p ozostałe dwa kolory, więc p ewien
kolor p owtórzy się dwa razy. Przyjmijmy, że jest to kolor niebieski, oraz że p o jawia
się na przecięciach prostej m z prostymi l1 i l3.

Gdyby na prostej l1 lub l3 p o jawił się jakiś inny punkt niebieski, otrzymalibyśmy
tezę. W takim razie wszystkie punkty na tych prostych, p oza już zaznaczonymi
czterema, są zielone. Można zatem znaleźć na tych prostych zielone punkty b ędące
wierzchołkami tró jkąta prostokątnego. Uzyskaliśmy sprzeczność.

k

m

l1 l2 l3

Zadanie 23.

Niech a; b; c b ędą do datnimi liczbami rzeczywistymi. Udowo dnij, że

c

a
+

a

b+ c
+
b

c
> 2:

Rozwiązanie: Z nierówności między średnią arytmetyczną a geometryczną dosta-
jemy

c

a
+

a

b+ c
+
b+ c

c
> 3 � 3

r
c

a
� a

b+ c
� b+ c

c
= 3 � 3

p
1 = 3:

Skoro
b+ c

c
=
b

c
+ 1;

to o dejmując stronami 1 o d uzyskanej nierówności, otrzymamy tezę.
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Zadanie 24.

Parę do datnich liczb całkowitych (a; b) nazywamy mraśną, jeżeli w rozkładzie na
czynniki pierwsze liczb a i b występują dokładnie te same liczby pierwsze. Udowo d-
nij, że jest nieskończenie wiele par różnych liczb całkowitych (m;n), dla których
pary (m;n) oraz (m+ 1; n+ 1) są mraśne.

Rozwiązanie: Każda para p ostaci (x; x2) jest o czywiście mraśna. Wiemy również,
że x�1 j x2�1, więc aby para (x�1; x2�1) była mraśna, wystarczy zagwarantować,
że wszystkie dzielniki pierwsze liczby x+1 dzielą również liczb ę x� 1. Skoro mamy
NWD(x� 1; x+ 1) = 2, to należy wybrać x+ 1 = 2k dla dowolnej liczby całkowitej
k > 2. Prowadzi to do określenia par p ostaci

(2k � 2; (2k � 1)2 � 1):

Par tej p ostaci jest nieskończenie wiele. Z p owyższego rozumowania wynika, że sp eł-
nia ją one warunki zadania, co kończy dowó d.

Zadanie 25.

Dany jest tró jkąt ostrokątny ABC. Oznaczmy przez D sp o dek wysokości p oprowa-
dzonej z wierzchołka A. Punkty E i F różne o d D leżą na p ewnej prostej przecho-
dzącej przez punkt D, przy czym sp ełnione są równości <)AEB = <)AFC = 90�.
Oznaczmy przez M i N o dp owiednio śro dki o dcinków BC i EF . Udowo dnij, że
prosta AN jest prostopadła do prostej NM .

Rozwiązanie: Zauważmy na jpierw, że <)ADB = <)AEB = 90�, więc czworokąt
ABDE jest opisany na okręgu o średnicy AB. Analogicznie czworokąt AFCD jest
opisany na okręgu.

Prosta EF nie może być żadną z prostych BC;AD. W przeciwnym wypadku punkty
D;E; F p okryłyby się. Załóżmy b ez straty ogólności, że prosta EF przecina b ok AC

tró jkąta ABC. Wtedy punkty F;C leżą p o tej samej stronie prostej AD, więc

<)AFE = <)AFD = <)ACD = <)ACB

z twierdzenia o kącie wpisanym. Po dobnie możemy uzasadnić, że <)AEF = <)ABC:

Wnioskujemy stąd, że tró jkąty AEF i ABC są p o dobne, na mo cy cechy kąt–kąt–
kąt. Skoro punkty M i N to śro dki b oków BC i EF , to tró jkąty ABM i AEN są
również p o dobne, a stąd <)ANE = <)AMB. Zatem jeśli punkty B;D;M leżą w tej
właśnie kolejności na prostej, to

<)AND = <)ANE = <)AMB = <)AMD:
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W rezultacie, na czworokącie ANMD można opisać okrą g, co w p ołączeniu z rów-
nością <)ADM = 90� da je żądaną równość <)ANM = 90�.

Jeśli natomiast punkty B;M;D leżą w tej właśnie kolejności na prostej, to mamy
<)AND = <)AMB = 180�� <)AMD i na czworokącie ANDM można opisać okrą g,

skąd analogicznie wnioskujemy, że <)ANM = 90�.

A

B CD M

E

F

N

Zadanie 26.

Dla do datniej liczby nieparzystej n p ola szachownicy o wymiarach n� n p okoloro-
wano na p ewną liczb ę kolorów. Okazało się, że w każdym kwadracie 2 � 2 p ewne
dwa p ola są tego samego koloru. Wykaż, że na jwiększa możliwa liczba kolorów, jaka
mogła zostać użyta, to

n2 + 2n� 1

2
:

Rozwiązanie: Zacznijmy o d p okazania konstrukcji. Ponumerujmy kolumny o d 1

do n. Pokolorujmy kolumny 2; 4; : : : ; n � 1 — każdą na unikalny kolor. Następnie
na wszystkie z p ozostałych p ól przeznaczmy p o jednym nowym kolorze. Taki układ
sp ełnia warunki zadania, a liczba kolorów, których używa wynosi

n� 1

2
+ n � n+ 1

2
=
n2 + 2n� 1

2
:

Ustalmy teraz dowolne kolorowanie sp ełnia jące warunki zadania. Nazwijmy użyte
kolory c1; : : : ; ck, a niech xi b ędzie liczbą p ól zamalowanych kolorem ci.
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Powiemy, że p ewien kolor pokrywa kwadrat 2� 2, jeśli zawiera on co na jmniej dwa
p ola tego koloru. Skorzystamy z następującej obserwacji.

Liczba kwadratów 2� 2 pokrytych przez kolor ci nie przekracza 2xi � 2.

Dowód. Oszacujemy na dwa sp osoby liczb ę S par p ostaci

(p ole w kolorze ci, kwadrat zawiera jący to p ole p okryty przez ci)

Skoro każde p ole może należeć do co na jwyżej 4 kwadratów, a xi jest liczbą p ól
zamalowanych kolorem ci, to S nie przekracza 4xi.

Możemy p oprawić to szacowanie: rozważmy na jwyższe p ole koloru ci, a jeśli jest ich
kilka — rozważmy sp ośró d nich p ole p ołożone na jbardziej z lewej. Wtedy kwadrat
2� 2 zawiera jący wybrane p ole jako prawy dolny róg (jeśli jest zawarty w szachow-
nicy) nie może p osiadać więcej niż jednego p ola koloru ci. Zatem tych z rozważanych
par, w których wyróżnione p ole jest prawym dolnym rogiem wyróżnionego kwadra-
tu, jest nie więcej niż xi � 1.

Rozumując analogicznie dla p ozostałych trzech możliwych p ozycji p ola w kwadracie
dosta jemy nierówność

S 6 4 � (xi � 1):

Z drugiej strony każdy kwadrat p okryty przez ci należy do co na jmniej dwó ch roz-
ważanych par (skoro zawiera co na jmniej dwa p ola koloru ci), więc liczba kwadratów
p okrytych przez ci to co na jwyżej

S

2
6 2xi � 2:

W naszej szachownicy kwadratów 2 � 2 jest (n � 1)2, a każdy z nich musi zostać
p okryty przez jakiś kolor, więc zacho dzą równoważne nierówności

(2x1 � 2) + : : :+ (2xk � 2) > (n� 1)2;

2(x1 + : : :+ xk)� 2k > n2 � 2n+ 1;

2n2 � 2k > n2 � 2n+ 1;

n2 + 2n� 1

2
> k;

co da je żądane ograniczenie na liczb ę użytych kolorów.
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Mecz matematyczny

Zadanie 27.

Rozważmy tró jkąt ABC, dla którego sp ełniony jest warunek 2AB = BC + AC:

Wybierzmy punkt L na b oku AB, dla którego prosta CL to dwusieczna kąta ACB.
Okrą g styczny do prostej CL w punkcie L przecho dzący przez punkt A przecina
o dcinek AC w punkcie X, a okrą g styczny do prostej CL w punkcie L przecho dzący
przez punkt B przecina o dcinek BC w punkcie Y . Wykaż, że śro dek o dcinka CL

jest śro dkiem okręgu wpisanego w tró jkąt CXY .

Rozwiązanie: Z twierdzenia o dwusiecznej mamy AC
AL

= BC
BL

: Łącząc tę równość
z zależnością

AC +BC

AB
=
AC +BC

AL+BL
= 2

wnioskujemy, że AC = 2AL oraz BC = 2BL.

Z twierdzenia o kącie wpisanym i dopisanym wnioskujemy, że <)CLX = <)CAL:

Zatem tró jkąty CLX i CAL są p o dobne (cecha b ok–kąt–b ok). Wynika stąd równość
CL = 2XL. Analogicznie dosta jemy równość CL = 2Y L.

Z p o dobieństw tró jkątów CLX i CAL oraz tró jkątów CLY i CBL mamy też

<)CXL = <)CLA = 180� � <)CLB = 180� � <)CY L;

więc punkty C;X; Y; L leżą na jednym okręgu. Skoro CL jest dwusieczną kąta XCY ,
to punkt L jest śro dkiem łuku XY tego okręgu. Ale skoro CL = 2XL, to śro dek I

o dcinka CL sp ełnia IL = XL = Y L i leży na dwusiecznej kąta XCY . Z twierdzenia
o tró jliściu wiemy, że taki punkt jest śro dkiem okręgu wpisanego w tró jkąt CXY .

A B

CC

L

X

Y
I
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Zadanie 28.

Okręgi 
 i � są styczne zewnętrznie, a prosta l jest jedną z ich dwó ch wsp ólnych
stycznych zewnętrznych. Oznaczmy punkt styczności prostej l z okręgiem 
 przez X.
Niech AX b ędzie średnicą okręgu 
. Prosta przecho dząca przez punkt A jest styczna
do okręgu � w punkcie B. Udowo dnij, że AB = AX.

Rozwiązanie: Niech Y b ędzie punktem styczności okręgu � z prostą l, a Z punktem
wsp ólnym okręgów 
 i �. Jeśli wsp ólna styczna okręgów przecho dząca przez Z

przecina prostą l w punkcie M , to

MX =MZ =MY;

skąd wynika <)XZY = 90�.

Skoro AX jest średnicą okręgu 
, to <)AZX = 90�, więc punkty A;Z; Y są wsp ół-
liniowe. Z twierdzenia o p otędze punktu użytego do punktu A i okręgu � mamy
zatem

AB2 = AZ � AY:

Tró jkąty AXY i AZX są prostokątne i ma ją wsp ólny kąt XAY , więc są p o dobne.
Zatem

AX

AZ
=
AY

AX
;

czyli
AX2 = AZ � AY:

Łącząc uzyskane równości otrzymujemy AB = AX.

Z

X

B

Y

A

M
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Zadanie 29.

Punkt H jest orto centrum tró jkąta ABC. Prosta równoległa do prostej CH przecina
proste AB;AC o dp owiednio w punktach D;E. Załóżmy, że śro dek M o dcinka DE

leży na okręgu opisanym na tró jkącie BDH. Wykaż, że <)ABM = <)ACM .

Rozwiązanie: Proste CH oraz DE są równoległe, zaś proste CH i AB są prosto-
padłe, więc <)BDM = 90�. Skoro punkty B;D;M;H leżą na jednym okręgu, to
również <)BHM = 90�. Zatem proste BH oraz HM są prostopadłe, a stąd proste
AC i HM są równoległe. Łącząc ten fakt z równoległością prostych CH oraz DE

wnioskujemy, że czworokąt MECH jest równoległob okiem. Skoro jednak punkt M
jest śro dkiem o dcinka DE, to uzyskujemy DM = HC, więc czworokąt DMCH

również jest równoległob okiem. W takim razie

<)DBM = <)DHM = <)CMH = <)MCE;

więc także <)ABM = <)ACM .

D

H

B

M

E

A

C

Zadanie 30.

Wykaż, że każdą do datnią liczb ę całkowitą można zapisać jako sumę p ewnej liczby
składników p ostaci 2a3b, gdzie a; b są nieujemnymi liczbami całkowitymi, w taki
sp osób, by żaden ze składników nie był wielokrotnością innego.
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Rozwiązanie: Nazwijmy liczb ę n oraz o dp owiada jący jej rozkład dobrymi, jeżeli
sp ełnia ją warunki zadania. Udowo dnimy tezę p oprzez indukcję względem n.

Oczywiście teza jest prawdziwa dla n = 1. Załóżmy zatem, że wszystkie liczby
mniejsze o d n są dobre. Jeśli liczba n jest parzysta, to mnożąc przez 2 każdy składnik
dobrego rozkładu liczby n=2, otrzymujemy dobry rozkład n.

Załóżmy w takim razie, że n jest liczbą nieparzystą. Niech k b ędzie nieujemną liczbą
całkowitą, dla której 3k 6 n < 3k+1. Jeśli n = 3k, to jest o czywiście liczbą dobrą.
Załóżmy zatem, że n > 3k. Wtedy z założenia indukcyjnego możemy zapisać dobry
rozkład

n� 3k

2
= s1 + s2 + : : :+ st:

Przekształcamy p owyższą równość do p ostaci

n = 2s1 + : : :+ 2st + 3k:

By zweryfikować, że jest to dobry rozkład wystarczy sprawdzić, że w żadnej z par
(2si; 3

k) żadna liczba nie jest wielokrotnością drugiej.

Skoro jednak 2 - 3k, to musielibyśmy mieć 3k j 2si dla p ewnego i. Oznaczałoby to,
że n > 2si + 3k > 2 � 3k + 3k = 3k+1, co jest sprzeczne z definicją k. Wnioskujemy
stąd, że zaprezentowany rozkład musiał być dobry, co kończy dowó d indukcyjny.

Zadanie 31.

Dla każdej liczby całkowitej o d 1 do 1000 obliczono ilo czyn jej niezerowych cyfr.
Następnie do dano wszystkie uzyskane wyniki. Wykaż, że uzyskana suma jest sze-
ścianem liczby całkowitej.

Rozwiązanie: Przyjmijmy, że ilo czyn niezerowych cyfr liczby 0 wynosi 1, i rozważ-
my sumę ilo czynów niezerowych cyfr liczb o d 0 do 999. Jest ona o czywiście równa
wartości z zadania.

Do każdej z liczb o d 0 do 99 możemy dopisać na p o czątku jedną lub dwie jedynki
tak, sby otrzymać liczb ę trzycyfrową, i nie zmienić ilo czynu jej niezerowych cyfr.
Następnie w każdej z tysiąca rozważanych liczb możemy zastą pić wszystkie wystą pie-
nia cyfry 0 przez 1, również zachowując ten ilo czyn. W takim razie sumę ilo czynów
niezerowych cyfr liczb o d 0 do 999 można zapisać jako

(1 + 1 + 2 + : : :+ 9)(1 + 1 + 2 + : : :+ 9)(1 + 1 + 2 + : : :+ 9);

gdzie nawiasy o dp owiada ją wybraniu o dp owiednio cyfry setek, dziesiątek i jedności.
Ten ilo czyn jest rzeczywiście sześcianem.
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Zadanie 32.

Załóżmy, że do datnie liczby całkowite x i y sp ełnia ją równanie

x2 + x+ 1 = 3y2:

Wykaż, że liczba 2y � 1 jest kwadratem liczby całkowitej.

Rozwiązanie: Zacznijmy o d p omnożenia obu stron równania przez 4, otrzymując

4x2 + 4x+ 4 = 12y2;

co możemy zapisać jako
(2x+ 1)2 + 3 = 12y2:

Odejmując obustronnie 3, uzyskujemy

(2x+ 1)2 = 3(4y2 � 1) = 3(2y � 1)(2y + 1):

Wiemy, że NWD(2y� 1; 2y+1) = NWD(2y� 1; 2) = 1. W takim razie jedna z liczb
2y � 1 i 2y + 1 musi być kwadratem, a druga — trzykrotnością kwadratu.

Rozpatrując wyjściowe równanie widzimy jednak, że liczba

3y2 = x2 + x+ 1 = x(x+ 1) + 1

jest nieparzysta, a stąd liczba y jest nieparzysta, czyli liczba 2y + 1 da je resztę 3

z dzielenia przez 4. Zatem liczba 2y + 1 nie jest kwadratem, co oznacza, że liczba
2y � 1 jest kwadratem, co należało udowo dnić.

Zadanie 33.

Rozwiąż układ równań 8>><
>>:
(x+ y)3 = �z
(y + z)3 = �x
(z + x)3 = �y

dla parami różnych liczb rzeczywistych x; y; z.

Rozwiązanie: Zacznijmy o d o djęcia pierwszych dwó ch równań stronami

(x+ y)3 � (y + z)3 = x� z:
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Korzysta jąc ze wzorów skró conego mnożenia możemy rozłożyć lewą stronę otrzy-
mując

(x� z)
�
(x+ y)

2
+ (x+ y) (y + z) + (y + z)

2
�
= x� z:

Skoro dane liczby są parami różne, to możemy p o dzielić stronami równanie przez
x� z, co sprowadzi je do warunku�

(x+ y)
2
+ (x+ y) (y + z) + (y + z)

2
�
= 1:

Wykona jmy p o dstawienie a = x+y; b = y+z; c = x+z. Stosując tą samą pro cedurę
dla p ozostałych par równań, dostaniemy nowy układ p ostaci8>><

>>:
a2 + ab+ b2 = 1

b2 + bc+ c2 = 1

c2 + ca+ a2 = 1

Ponownie o dejmując pierwsze dwa równania, uzyskamy

(a2 � c2) + (ab� bc) = 0;

które to wyrażenie można przedstawić w p ostaci

0 = (a� c)(a+ c) + b(a� c) = (a� c)(a+ b+ c):

Jeżeli a = c, to y = z, co nie jest możliwe. Zatem

0 = a+ b+ c = (x+ y) + (y + z) + (z + x) = 2(x+ y + z):

Stąd dosta jemy x + y = �z, co w p ołączeniu z oryginalnym układem prowadzi do
warunku

(�z)3 = �z:
Po przeniesieniu wyrazów na prawą stronę i rozłożeniu, uzyskujemy

0 = z3 � z = z(z2 � 1) = z(z � 1)(z + 1):

Zatem liczba z jest jedną z liczb 1; 0;�1. Analogicznie liczby x i y mogą przyjąć
tylko te wartości.

Skoro liczby x; y; z są parami różne, to jedynymi możliwymi tró jkami (x; y; z) są

(1; 0;�1); (1;�1; 0); (0; 1;�1); (0;�1; 1); (�1; 1; 0); (�1; 0; 1):

Bezp ośrednio sprawdzamy, że każda z p owyższych tró jek sp ełnia rozważany układ
równań, więc są to wszystkie jego rozwiązania.
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Zadanie 34.

Wykaż, że dla dowolnych parami różnych nieujemnych liczb rzeczywistych x; y; z

zacho dzi
x2

(y � z)2
+

y2

(z � x)2
+

z2

(x� y)2
> 2:

Rozwiązanie: Bez straty ogólności przyjmijmy x = min(x; y; z). Możemy zatem
zapisać y = x+ a i z = x+ b, dla p ewnych a; b > 0. W rezultacie otrzymujemy

x2

(y � z)2
+

y2

(z � x)2
+

z2

(x� y)2
=

x2

(a� b)2
+
(x+ a)2

b2
+
(x+ b)2

a2
>
a2

b2
+
b2

a2
:

Na mo cy nierówności między średnią arytmetyczną a geometryczną, uzyskujemy

a2

b2
+
b2

a2
> 2 �

r
a2

b2
� b

2

a2
= 2:

Zadanie 35.

W tablicę o wymiarach n�n wpisano parami różne liczby rzeczywiste. Asia i Basia
dostały p o jednej kopii tej tablicy. Asia co minutę zapisuje na kartce na jwiększą
liczb ę wido czną w jej tablicy, a następnie zmazuje ją wraz z wszystkimi liczbami
w jej kolumnie i w jej wierszu. Basia p ostępuje p o dobnie ze swo ją tablicą, w każdej
minucie rozważa jąc na jmniejszą wido czną liczb ę. Po n minutach, gdy tablice są
puste, każda z dziewczynek do da je zapisane przez siebie liczby. Wykaż, że wynik
Asi nie b ędzie mniejszy o d wyniku Basi.

Rozwiązanie: Niech a1; : : : ; an b ędą kolejnymi liczbami zapisanymi przez Asię, na-
tomiast b1; : : : ; bn — liczbami zapisanymi przez Basię. Wykażemy, że dla dowolnego
i sp ełniona jest nierówność

ai > bn+1�i:

Do da jąc stronami p owyższe nierówności dla i = 1; 2; : : : ; n, otrzymamy tezę.

Gdy Asia pisała i-tą liczb ę, p ewne i � 1 kolumn i wierszy było już zmazane. Gdy
natomiast Basia pisała swo ją n + 1 � i-tą liczb ę, p ewne n � i kolumn i wierszy
było zmazane. Skoro (i � 1) + (n � i) = n � 1 < n; to p ewien wiersz i p ewna
kolumna nie były zmazane ani na tablicy Asi p o i� 1 minutach, ani na tablicy Basi
p o n � i minutach. Zatem liczba x zna jdująca się na ich przecięciu była wido czna
dla Asi w jej i-tym ruchu i dla Basi w jej n + 1 � i-tym ruchu. Stąd uzyskujemy
ai > x > bn+1�i; czyli żądaną nierówność.
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Zadanie 36.

Na p olach nieskończonej szachownicy p ołożono p ewną (skończoną) liczb ę kamieni.
Jeśli na jakimś p olu leżą co na jmniej 4 kamienie, możemy zabrać z niego 4 kamienie
i rozłożyć p o jednym na p ola sąsiednie. Wykaż, że niezależnie o d naszych wyb orów
p o p ewnej liczbie takich op eracji na każdym p olu b ędą maksymalnie 3 kamienie.

Rozwiązanie: Wprowadźmy układ wsp ółrzędnych kartezjańskich w taki sp osób, że
punkty o wsp ółrzędnych całkowitych to dokładnie śro dki p ól szachownicy. Będziemy
nazywać współrzędnymi kamienia wsp ółrzędne śro dka p ola, na którym leży.

Skoro kamieni jest tylko skończenie wiele, p owiedzmy k, to na p o czątku wszystkie
są zawarte w p ewnym kwadracie ograniczonym prostymi x = �N , y = �N , dla
p ewnej do datniej liczby całkowitej N . Oznacza to, że obie wsp ółrzędne wszystkich
kamieni są mniejsze o d N i większe o d �N .

Wykażemy, że jeśli k jest liczbą kamieni, to wsp ółrzędne wszystkich kamieni b ędą
zawsze mniejsze o d N + k i większe o d �N � k. Załóżmy przeciwnie, b ez straty
ogólności, że p ewien kamień p o jawi się na prostej y =M dla M > N+k. Na p o czątku
jest p oniżej prostej y = N , a w każdym ruchu jest przesuwany nie więcej niż o jedno
p ole do góry, więc p o dro dze b ędzie musiał p o jawić się na każdej z prostych

y =M; y =M � 1; : : : ; y = N:

Zauważmy jednak, że jeśli na prostej p ostaci y = n p o jawia się kamień, to już
zawsze b ędzie na niej co na jmniej jeden kamień. Zatem w momencie, w którym
kamień p o jawiłby się na prostej y = M , na każdej z p owyższych M � N + 1 > k

prostych musiałby być co na jmniej jeden kamień. To jest o czywiście niemożliwe,
skoro kamieni jest k.

Rozważmy teraz sumę kwadratów obu wsp ółrzędnych wszystkich kamieni. Z p owyż-
szego rozumowania wynika, że suma ta jest równa co na jwyżej k � 2(N + k)2:

Z drugiej strony, wykonanie ruchu na p olu (x; y) zwiększa p owyższą liczb ę o

(x2 + (y � 1)2 + x2 + (y + 1)2 + (x� 1)2 + y2 + (x+ 1)2 + y2)� 4(x2 + y2) = 4:

Na p o czątku suma kwadratów wsp ółrzędnych jest nieujemna, więc łącznie możemy
wykonać nie więcej niż

1

2
� k(N + k)2

ruchów zanim do jdziemy do sytuacji, w której na każdym p olu są maksymalnie 3

kamienie.
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Zadanie 37.

Na okrą głym stole leży 2024 działa jących zegarów wskazówkowych. Oznaczmy przez d
sumę o dległości o d śro dka stołu do śro dków tarczy tych zegarów. Udowo dnij, że
w p ewnym momencie suma o dległości między śro dkiem stołu a końcami wskazówek
minutowych, b ędzie nie mniejsza niż d.

Rozwiązanie: Oznaczmy śro dek stołu przez O, a śro dek i-tego zegara względem
Oi, dla i = 1; 2; : : : ; 2024. Ustalmy dowolną go dzinę i oznaczmy p ozycję wskazówki
i-tego zegara przez Ai. Pół go dziny p óźniej i-ta wskazówka p o jawi się w punkcie Bi,
który jest o dbiciem Ai przez Oi.

Skorzystamy teraz z faktu mówiącego, że jeśli A;B;C są dowolnymi punktami na
płaszczyźnie, a M jest śro dkiem o dcinka AB, to

AC +BC > 2CM:

Istotnie, jeśli punkty A;B;C są wsp ółliniowe — jest to proste przeliczenie, a jeśli
punkty te nie są wsp ółliniowe, możemy oznaczyć przez D o dbicie punktu C wzglę-
dem punktu M . Wtedy czworokąt ACBD jest równoległob okiem, p onieważ jego
przekątne przecina ją się w swoich śro dkach. Zatem z nierówności tró jkąta uzyskuje-
my

AC +BC = AC + AD > 2CM:

A B

C

D

M

Korzysta jąc z udowo dnionej nierówności dla punktów Ai; Bi; O otrzymamy

(A1O +B1O) + : : :+ (A2024O +B2024O) > 2(O1O + : : :+O2024O) = 2d:

Zatem co na jmniej jedna z liczb A1O+: : :+A2024O lub B1O+: : :+B2024O równa jest
co na jmniej d. Pierwsza z liczb o dp owiada sumie o dległości końców wskazówek o d
śro dka stołu w ustalonej na p o czątku go dzinie, a druga liczba o dp owiada tej samej
sumie o dległości p ół go dziny p óźniej. Zatem w jednym z tych dwó ch momentów
warunek zadania b ędzie sp ełniony.
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Zadanie 38.

Na okręgu leży 1000 pudełek, każde zawiera jące p ewną liczb ę żetonów. W jednym
ruchu możemy wyjąć wszystkie żetony z dowolnego pudełka i rozmieścić je, umiesz-
cza jąc p o jednym żetonie w kolejnych pudełkach — zgo dnie z ruchem wskazówek
zegara. Wykaż, że dowolny p o czątkowy rozkład 2024 żetonów w pudełkach można
przekształcić w dowolny inny rozkład za p omo cą cią gu ruchów opisanych wyżej.

Rozwiązanie: Dla uproszczenia przyjmijmy, że ruchy można wykonywać tylko na
pudełkach zawiera jących niezerową liczb ę żetonów. Oznaczmy kolejne pudełka idąc
zgo dnie z ruchem wskazówek zegara przez A1; : : : ; A1000. Udowo dnimy na jpierw, że
z dowolnego rozmieszczenia żetonów można do jść do takiego, gdzie wszystkie 2024
żetony są w pudełku A1000.

Nie wykonujmy ruchów na pudełku A1000, aby każdy żeton który do niego trafi już
w nim został. Jeśli w p ewnym pudełku Ai jest co na jmniej jeden żeton, to p o wyko-
naniu na nim ruchu w pudełku Ai+1 jest co na jmniej jeden żeton. Jeśli zatem, dla
i < 1000, w p ewnym pudełku Ai jest żeton, to wykonując kolejno ruchy na pudeł-
kach Ai; Ai+1; : : : ; A999, zwiększymy liczb ę żetonów w pudełku A1000. Wykonując
taki cią g 6 2024 ruchów doprowadzimy wszystkie żetony do tego pudełka.

Rozpatrzmy teraz graf skierowany, w którym wierzchołkami są wszystkie możliwe
rozkłady 2024 żetonów w pudełkach. Z każdego rozkładu prowadzimy krawędzie
do wszystkich rozkładów, które można z niego uzyskać jednym ruchem. Właśnie
udowo dniliśmy, że z każdego wierzchołka można do jść do p ewnego konkretnego,
więc graf ten jest sp ó jny. Wykażemy, że z każdego wierzchołka wycho dzi tyle samo
krawędzi, co do niego wcho dzi. Wtedy z twierdzenia Eulera o cyklach nasz graf
b ędzie miał cykl Eulera, czyli cykl przecho dzący przez każdą krawędź dokładnie
raz. Wtedy zap ewnimy sobie, że z każdego wierzchołka możemy przejść do każdego
innego, więc dostaniemy tezę.

Rozpatrzmy zatem dowolny rozkład, traktowany jako wierzchołek grafu. Wycho dzi
z niego tyle krawędzi, ile ma on niepustych pudełek. Rozważmy p ewne niepuste pu-
dełko, p owiedzmy Ai. Zauważmy, że jest dokładnie jeden ruch, w wyniku którego
uzyskamy ten rozkład wkłada jąc ostatni żeton do pudełka Ai. Istotnie, skoro ruch
p olega na wyjęciu wszystkich żetonów z danego pudełka i umieszczaniu ich w kolej-
nych, to jedyny sp osób na „cofnięcie” ruchu kończącego w pudełku Ai to wycią ganie
p o jednym żetonie z pudełek Ai; Ai�1; : : :, aż trafimy na puste pudełko, a następnie
umieszczenie w tym pudełku wszystkich zebranych żetonów.

Zatem ruchów prowadzących do wybranego rozkładu jest dokładnie tyle, ile jest
w nim niepustych pudełek, czyli dokładnie tyle, ile wycho dzących z niego krawędzi.
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