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Wstęp

Ob óz Naukowy Olimpiady Matematycznej Juniorów (p oziom OM) przeprowadzono
w dniach 8–15 czerwca 2025 r. w Domu Rekolekcyjno-Konferencyjnym „Wieczernik”
w Świętej Katarzynie (wo j. świętokrzyskie). Do udziału w Ob ozie zakwalifikowano
uczniów z klas 7-8 szkół p o dstawowych z na jlepszymi wynikami w XX OMJ.

Każdego dnia uczestnicy Ob ozu rozwiązywali zadania w formule konkursowej, pra-
cując zarówno indywidualnie, jak i w grupach. Pop ołudnia i wieczory p oświęcone
były na wykłady i za jęcia warsztatowe. W czwartek o dbył się spacer do Świętokrzy-
skiego Parku Naro dowego, a w sob otę przeprowadzony został mecz matematyczny.

W niniejszym opracowaniu zebrane są zadania konkursowe wraz z rozwiązaniami.
Zachęcamy do wykorzystania tych materiałów zwłaszcza w przygotowaniach do star-
tów w kolejnych edycjach Olimpiady Matematycznej dla szkół p onadp o dstawowych.

Trudność niektórych zadań, z którymi mierzyli się uczestnicy Ob ozu, przewyższa
zdecydowanie p oziom zawo dów finałowych OMJ. Wycho dząc (niekiedy wyraźnie)
p oza program merytoryczny Olimpiady, staraliśmy się wskazać niektóre p o dstawo-
we narzędzia przydatne na p oziomie międzynaro dowych zawo dów matematycznych
rozgrywanych na p oziomie juniorskim (ob ejmujących także uczniów szkół średnich)
oraz na zawo dach pierwszego i drugiego stopnia Olimpiady Matematycznej.

Miłej lektury!

Kadra Obozu

Uczestnicy Ob ozu Naukowego OMJ (p oziom OM)

Uczniowie: Tymoteusz Barcicki, Dawid Bo cią ga, Zuzanna Czubińska, Antoni
Glinka, Karol Kaczmarek, Mikoła j Kasprowicz, Wo jciech Klich, Antoni Literski,
Patryk Niewczas, Konstanty Opas, Krzysztof Pietruszka, Mateusz Pszona,
Adam Rowiński, Mateusz Rybka, Piotr Słabicki, Rafał Sob olewski, Michał Szczurek,
Piotr Świderski, Viktoryia Viarenich, Krzysztof Witkowski

Kadra: Paweł Dziuba (kierownik), Bartosz Głowacki, Kosma Kasprzak, Arkadiusz
Męcel, Witold Sikora
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Rozkład o cen za rozwiązania zadań indywidualnych

Prace uczestników Ob ozu o ceniane były w skali olimpijskiej 0, 2, 5, 6. Rozkład o cen
przyznanych za rozwiązania zadań przedstawiony jest w p oniższej tab eli.

6 p. 5 p. 2 p. 0 p.

1. 12 3 2 3

2. 1 7 4 8

3. 6 0 0 14

4. 13 2 3 2

5. 1 0 0 19

6. 2 0 5 13

7. 10 1 1 8

8. 9 5 1 5

9. 8 0 0 12

10. 8 0 0 12

11. 1 4 3 12

12. 5 0 1 14

13. 6 1 3 10

14. 1 0 1 18

15. 7 0 5 8

16. 0 0 0 20

17. 16 1 0 3

18. 14 1 1 4

19. 1 0 1 18

20. 9 0 1 10

21. 1 1 3 15

22. 16 1 0 3

23. 14 1 1 4

24. 9 0 1 10

25. 1 0 1 18

26. 1 1 3 15
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Treści zadań

Zadanie 1.

Zna jdź wszystkie do datnie liczby całkowite n sp ełnia jące następujące własności:
n ma co na jmniej 3 do datnie dzielniki, z których na jmniejsze to 1 < d1 < d2 oraz

n = d21 + d32:

Zadanie 2.

Zna jdź wszystkie rzeczywiste rozwiązania układu równań8>><
>>:
a2 + 2a = b

b2 + 2b = c

c2 + 2c = a

:

Zadanie 3.

Dany jest tró jkąt prostokątny ABC o kącie prostym w wierzchołku C. Okrą g wpi-
sany w tró jkąt ABC jest styczny do b oku BC w punkcie K. Wykaż, że cięciwa tego
okręgu zawarta w prostej AK jest dwa razy dłuższa o d wysokości tró jkąta ACK

opuszczonej z wierzchołka C.

Zadanie 4.

W p ewnym sklepie kupić można zestaw składa jący się z 1000 kart, na których p o
obu stronach napisane są liczby naturalne o d 1 do 2000. Każda z tych 2000 liczb
występuje dokładnie jeden raz na p ewnej karcie należącej do zestawu. Wszystkie ze-
stawy dostępne w tym sklepie konstruowane są zgo dnie z tą zasadą, ale nie wszystkie
zestawy są identyczne — to znaczy: pary liczb występujące na kartach w różnych
zestawach nie muszą być identyczne.

Jaś kupił w tym sklepie 2 zestawy kart. Wykaż, że może rozłożyć swo je 2000 kart
w taki sp osób, że każda liczba o d 1 do 2000 jest wido czna dokładnie na jednej karcie.

Zadanie 5.

W tró jkącie równoramiennym ABC, gdzie AC = BC, kąt wewnętrzny przy wierz-
chołku C ma miarę 20�. Punkty D i E należące o dp owiednio do b oków BC i AC są
sp o dkami dwusiecznych kątów wewnętrznych tró jkąta ABC p oprowadzonych o dp o-
wiednio z wierzchołków A i B. Wykaż, że punkty D;E oraz śro dek okręgu opisanego
na tró jkącie ABC są wierzchołkami tró jkąta równob o cznego.
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Zadanie 6.

Zna jdź wszystkie rzeczywiste rozwiązania układu równań8>><
>>:
a2 + a� 1 = b

b2 + b� 1 = c

c2 + c� 1 = a

:

Zadanie 7.

Dane są do datnie liczby całkowite m;n, takie że ich suma m + n jest dzielnikiem
liczby mn. Wykaż, że m 6 n2 � n.

Zadanie 8.

Zna jdź wszystkie liczby rzeczywiste x > 1

2
sp ełnia jące

p
x+ 1 +

p
x+ 3 =

p
2x� 1 +

p
2x+ 1:

Zadanie 9.

W tró jkącie ABC punkt L jest sp o dkiem dwusiecznej kąta wewnętrznego BAC

p oprowadzonej z wierzchołka A na b ok BC. Punkt D jest śro dkiem o dcinka AL,
a punkt E jest rzutem prostokątnym punktu D na b ok AB. Załóżmy, że o dcinek AC

jest trzy razy dłuższy o d o dcinka AE. Wykaż, że tró jkąt CLE jest równoramienny.

Zadanie 10.

W p ewnej ta jnej agencji jest 2025 szpiegów, z których każdy ma p ewną informację
znaną tylko sobie. Co go dzinę p ewien ze szpiegów dzwoni do innego i przekazuje mu
wszystkie p osiadane informacje (ale nie otrzymuje p o dczas tej rozmowy żadnych
informacji o d rozmówcy). Jaka jest na jmniejsza możliwa liczba rozmów p otrzebna,
aby wszyscy szpiedzy p oznali wszystkie p osiadane przez siebie informacje?

Zadanie 11.

Definiujemy cią g liczb całkowitych (an) w następujący sp osób: liczba a1 jest dowolną
liczbą całkowitą, a ma jąc zdefiniowane liczby a1; : : : ; an�1 wybieramy an jako jedyną
liczb ę całkowitą z przedziału [0; n� 1], dla której n j a1 + a2 + : : :+ an.

Wykaż, że każdy taki cią g (an) jest od pewnego momentu stały, czyli dla każdego
takiego cią gu (an) istnieje takie N , że an przyjmuje identyczne wartości dla n > N .
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Zadanie 12.

Trap ez ABCD o p o dstawach AB i CD jest wpisany w okrą g o śro dku w punkcie O.
Z punktu A p oprowadzono obie styczne do okręgu opisanego na tró jkącie CDO,
a punkty styczności oznaczono P i Q. Wykaż, że okrą g opisany na tró jkącie APQ

przecho dzi przez śro dek p o dstawy AB.

Zadanie 13.

Dana jest liczba całkowita n > 3. Na p ewnym okręgu zaznaczono 2n punktów, dzie-
ląc go na 2n łuków. Okazało się, że długości tych łuków przyjmują tylko trzy różne
wartości, przy czym żadne dwa sąsiednie łuki nie są tej samej długości. Zaznaczone
punkty p okolorowano na przemian na niebiesko i czerwono.

Niebieskim n-kątem nazwiemy n-kąt o n niebieskich wierzchołkach, a czerwonym
n-kątem nazwiemy n-kąt o n czerwonych wierzchołkach. Wykaż, że niebieski n-kąt
i czerwony n-kąt ma ją równe p ola i obwo dy.

Zadanie 14.

Dla do datnich liczb całkowitych x; y sp ełnione są warunki

np
x2 + 2y

o
>

2

3
oraz

np
y2 + 2x

o
>

2

3
:

Wykaż, że x = y.

Uwaga: Dla liczby rzeczywistej a przez fag oznaczamy część ułamkową a, czyli
fag = a�k, gdzie k jest największą liczbą całkowitą spełniającą warunek k 6 a.

Zadanie 15.

Wykaż, że wszystkie do datnie liczby całkowite można p okolorować na trzy kolory
tak, by dla każdej do datniej liczby całkowitej n wśró d liczb n; 2n; 3n występ owały
wszystkie trzy kolory.

Zadanie 16.

W p ewnej klasie składa jącej się z n uczniów funkcjonuje p ewna liczba trzyosob owych
kółek naukowych. Każdy uczeń może należeć do dowolnej liczby kółek, ale żadna
para uczniów nie jest jedno cześnie w dwó ch różnych kółkach. Wykaż, że możemy
wybrać k uczniów tej klasy tak, by

p
2n � 1 6 k, i by z żadnego kółka nie wybrać

wszystkich trzech członków.
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Zadanie 17.

Gdy Jaś widzi nieujemną liczb ę całkowitą, zwiększa ją o p ewną z jej cyfr. Gdy
natomiast Staś widzi nieujemną liczb ę całkowitą, zmniejsza ją o p ewną z jej cyfr.

Na tablicy zapisano p ewną do datnią liczb ę całkowitą, a następnie p ozwolono Jasiowi
i Stasiowi na przemian wykonywać na niej swo je op eracje. Wykaż, że niezależnie o d
tego, które cyfry b ędą wybierać, jeden z nich b ędzie w p ewnym momencie zmuszony,
by napisać na tablicy liczb ę, która już wcześniej się na niej p o jawiła.

Zadanie 18.

W kwadracie ABCD zaznaczono punkty E i F o dp owiednio na b okach AB i BC
tak, że AE = BF . Punkt G jest symetryczny do punktu F względem śro dka b oku
AB, a punkt H symetryczny do punktu E względem śro dka b oku BC. Wykaż, że
tró jkąty DEF i BGH ma ją równe p ola.

Zadanie 19.

Trap ez ABCD jest wpisany w okrą g o śro dku w punkcie O, a jego ramiona BC i DA
ma ją długość równą promieniowi tego okręgu. Przez X oznaczmy punkt przecięcia
prostej BD i prostej przecho dzącej przez punkt O prostopadłej do prostej AC.
Wykaż, że tró jkąt AXD jest równoramienny.

Zadanie 20.

Zna jdź wszystkie pary do datnich liczb całkowitych x; y sp ełnia jących

x2 + y2

2x+ 3y
= 6:

Zadanie 21.

Zna jdź wszystkie liczby pierwsze p, dla których liczba p2 � p + 1 jest sześcianem
liczby całkowitej.

Zadanie 22.

Na p ewnym przyjęciu jest n > 3 uczestników, sp ośró d których istnieją takie pary
osób, które się zna ją i istnieją takie pary osób, które się nie zna ją. Okazało się, że
niezależnie o d tego jak rozdzielimy uczestników na dwie niepuste i rozłączne grupy,
p ewna osoba z pierwszej grupy zna p ewną osob ę z drugiej. Wykaż, że można wskazać
taką tró jkę uczestników A;B;C tego przyjęcia, że A i B się zna ją, B i C się zna ją,
natomiast A i C się nie zna ją.
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Zadanie 23.

W wierzchołkach dziesięciokąta foremnego napisano 10 parami różnych liczb całko-
witych. Wykaż, że istnieją takie cztery kolejne wierzchołki tego dziesięciokąta, że
umieszczone w nich kolejno liczby a; b; c; d sp ełnia ją warunek a+ d > b+ c.

Zadanie 24.

Wykaż, że dla do datnich liczb rzeczywistych x; y prawdziwa jest nierówność

x+ y +
jx� 1j
y

+
jy � 1j
x

> 2:

Zadanie 25.

Zna jdź wszystkie pary do datnich liczb całkowitych a; b sp ełnia jących warunek

ab j a2017 + b:

Zadanie 26.

Okręgi o1 i o2 przecina ją się w punktach A i B. Punkty X i Y leżą o dp owiednio na
okręgach o2 i o1 w taki sp osób, że proste BX oraz BY są prostopadłe. Oznaczmy
przez O śro dek okręgu o1, a przez K — różny o d punktu X punkt przecięcia prostej
OX z okręgiem o2. Przez L oznaczmy wreszcie różny o d punktu K punkt przecięcia
prostej KY z okręgiem o2. Wykaż, że punkt X jest śro dkiem łuku AL okręgu o2.
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Mecz matematyczny

Zadanie 27.

W rzędzie ułożone jest 100 do datnich liczb całkowitych. Jeśli w cią gu tym zna jdzie-
my dwie kolejno ułożone liczby a; b, przy czym a jest na lewo o d b oraz a < b, to
możemy wykonać op erację p olega jącą na p o dwo jeniu obu tych liczb i zamianie ich
miejscami. Wykaż, że możemy wykonać tylko skończenie wiele takich op eracji.

Zadanie 28.

Tysiąc uczniów p ewnej szkoły p o jechało na wycieczkę. Na miejsce wycieczki zawiozło
ich 11 busów, a z p owrotem o dwiozło ich 10 busów. Każdy z tysiąca uczniów jechał
i wracał w jednym z busów. Wykaż, że p ewien uczeń jechał na miejsce wycieczki
w mniej licznej grupie niż grupa, w której wracał.

Zadanie 29.

Jaś i Staś bawią się dużym kawałkiem plasteliny. Na przemian, zaczyna jąc o d Jasia,
wykonują oni następujące ruchy: Jaś bierze któryś z istniejących kawałków plasteliny
i dzieli go na trzy części w dowolny sp osób. Staś natomiast wybiera dowolne dwa
kawałki i skleja je w jeden. Celem Jasia jest, żeby w p ewnym momencie istniało
co na jmniej 100 kawałków plasteliny o równej masie. Czy może on, niezależnie o d
ruchów Stasia, osią gnąć ten cel?

Zadanie 30.

Czy istnieje taki nieskończony p o dzbiór zbioru do datnich liczb całkowitych, że suma
dowolnych skończenie wielu jego elementów nie jest p ostaci ab, dla żadnych liczb
całkowitych a; b > 1?

Zadanie 31.

Wykaż, że dla dowolnych parami różnych do datnich liczb całkowitych a; b; c zacho dzi

NWD(ab+ 1; bc+ 1; ca+ 1) <
a+ b+ c

3
:

Zadanie 32.

Zna jdź wszystkie liczby całkowite n > 1 sp ełnia jące następujący warunek: dla do-
wolnej liczby pierwszej p dzielącej n liczba n+ p jest kwadratem liczby całkowitej.
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Zadanie 33.

Dane są nieskończone zbiory A i B do datnich liczb całkowitych. Czy możliwe jest,
że wszystkie liczby, które można przedstawić jako ilo czyn a � b, dla a 2 A oraz
b 2 B, to dokładnie wszystkie większe o d 2025 liczby p ostaci nm, dla p ewnych liczb
całkowitych n;m > 1?

Zadanie 34.

Dane są do datnie liczby rzeczywiste a; b; c, takie że a+ b+ c = 3. Wykaż, że

a

b+ 1
+

b

c+ 1
+

c

a+ 1
>

1

a+ 1
+

1

b+ 1
+

1

c+ 1
:

Zadanie 35.

Do datnie liczby rzeczywiste a; b; c; d sp ełnia ją równość

a2 + b2 + c2 + d2 = 4:

Wykaż, że suma dwó ch sp ośró d liczb a; b; c; d nie przekracza 2.

Zadanie 36.

Wielokąt, którego wszystkie wierzchołki ma ją obie wsp ółrzędne całkowite, nazwie-
my kanciatym, jeśli każdy jego b ok jest równoległy do jednej z dwó ch osi układu
wsp ółrzędnych. Ile osi symetrii może mieć kanciaty wielokąt? Wskaż (i uzasadnij)
wszystkie możliwe o dp owiedzi.

Zadanie 37.

Okręgi o1 i o2 o śro dkach o dp owiednio w punktach O1 i O2 przecina ją się w punktach
A i B. Prosta O1B przecina okrą g o2 p o raz drugi w punkcie C, a prosta O2A przecina
okrą g o1 p o raz drugi w punkcie D. Przez X oznaczamy drugi punkt przecięcia
prostej AC z okręgiem o1, a przez Y oznaczamy drugi punkt przecięcia prostej BD
z okręgiem o2. Wykaż, że CX = DY .

Zadanie 38.

Punkt O jest śro dkiem okręgu opisanego na tró jkącie ABC. Niech M b ędzie śro d-
kiem b oku AC, a D niech b ędzie sp o dkiem wysokości opuszczonej z wierzchołka A

na prostą BC. Prosta DM przecina okrą g opisany na tró jkącie AMO p o raz drugi
w punkcie P . Wykaż, że punkty B;P;O są wsp ółliniowe.

11



Rozwiązania zadań

Zadanie 1.

Zna jdź wszystkie do datnie liczby całkowite n sp ełnia jące następujące własności:
n ma co na jmniej 3 do datnie dzielniki, z których na jmniejsze to 1 < d1 < d2 oraz

n = d21 + d32:

Rozwiązanie: Załóżmy że liczba n sp ełnia własność opisaną w treści zadania. Za-
uważmy na jpierw, że n jest liczbą parzystą. Istotnie, gdyby była to liczba niepa-
rzysta, to liczby d1 i d2 również byłyby nieparzyste jako dzielniki n. Wtedy jednak
liczba n = d21 + d32 byłaby parzysta jako suma dwó ch liczb nieparzystych.

Skoro więc 2 jn, to d1 = 2. Stąd d32 = n� 22 jest liczbą parzystą jako różnica dwó ch
liczb parzystych. Wnioskujemy stąd, że także liczba d2 jest parzysta.

W rezultacie uzyskujemy 8 j d32, więc 4 j 4+d32 = n. Skoro wiemy już, że liczba d2 jest
parzysta, to otrzymujemy d2 = 4. Możemy stąd wywnioskować, że n = 22+43 = 68.

Nietrudno sprawdzić, że dla n = 68 warunek zadania jest faktycznie sp ełniony.
Zatem jedynym rozwiązaniem jest właśnie 68.

Zadanie 2.

Zna jdź wszystkie rzeczywiste rozwiązania układu równań8>><
>>:
a2 + 2a = b

b2 + 2b = c

c2 + 2c = a

:

Rozwiązanie: Do da jąc 1 do stron każdej z trzech równości i korzysta jąc ze wzoru
na kwadrat sumy, otrzymujemy8>><

>>:
(a+ 1)2 = b+ 1

(b+ 1)2 = c+ 1

(c+ 1)2 = a+ 1

:

Zatem
a+ 1 = (c+ 1)2 = (b+ 1)4 = (a+ 1)8:
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Jeśli zatem p o dstawimy x = a + 1, otrzymamy x8 = x, czyli x(x7 � 1) = 0. Zatem
x = 0 lub x = 1, czyli a = �1 lub a = 0.

Po dstawia jąc a = �1 do wyjściowego układu równań uzyskujemy b = a2+2a = �1
i c = b2 + 2b = �1. Po dobnie dla a = 0 otrzymujemy tró jkę (a; b; c) = (0; 0; 0). Nie-
trudno sprawdzić, że obie tró jki (�1;�1;�1) i (0; 0; 0) faktycznie sp ełnia ją zadany
układ. Zatem są to wszystkie jego rozwiązania.

Zadanie 3.

Dany jest tró jkąt prostokątny ABC o kącie prostym w wierzchołku C. Okrą g wpi-
sany w tró jkąt ABC jest styczny do b oku BC w punkcie K. Wykaż, że cięciwa tego
okręgu zawarta w prostej AK jest dwa razy dłuższa o d wysokości tró jkąta ACK

opuszczonej z wierzchołka C.

Rozwiązanie: Oznaczmy przez X rzut punktu C na prostą AK, przez I — śro dek
okręgu wpisanego w tró jkąt ABC, a przez M — rzut punktu I na prostą AK.
Zauważmy, że punkt M jest śro dkiem cięciwy rozważanej w treści zadania, więc
teza sprowadza się do uzasadnienia równości CX = KM .

Ponieważ
<)CXK = 90� = <)KMI;

więc również
<)KCX = 90� � <)CKX = <)MKI:

Skoro prosta CI jest dwusieczną kąta prostego ACB, to

<) ICK =
90�

2
= 45�:

W rezultacie tró jkąt CKI jest prostokątny i równoramienny, czyli CK = KI. Zatem
na p o dstawie cechy kąt-b ok-kąt możemy stwierdzić, że tró jkąty CXK i KMI są
przysta jące. Stąd CX = KM , co chcieliśmy udowo dnić.

A

BC

IM

X

K
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Zadanie 4.

W p ewnym sklepie kupić można zestaw składa jący się z 1000 kart, na których p o
obu stronach napisane są liczby naturalne o d 1 do 2000. Każda z tych 2000 liczb
występuje dokładnie jeden raz na p ewnej karcie należącej do zestawu. Wszystkie ze-
stawy dostępne w tym sklepie konstruowane są zgo dnie z tą zasadą, ale nie wszystkie
zestawy są identyczne — to znaczy: pary liczb występujące na kartach w różnych
zestawach nie muszą być identyczne.

Jaś kupił w tym sklepie 2 zestawy kart. Wykaż, że może rozłożyć swo je 2000 kart
w taki sp osób, że każda liczba o d 1 do 2000 jest wido czna dokładnie na jednej karcie.

Rozwiązanie: Wśró d kart Jasia każda liczba o d 1 do 2000 p o jawia się dokładnie dwa
razy. Niech Jaś weźmie dowolną kartę i niech liczby na jej stronach to a1 i a2. Liczba
a2 p o jawia się na dokładnie jednej innej karcie — niech a3 b ędzie liczbą z drugiej
strony tej karty. Jaś bierze również tę kartę i p ostępuje tak dalej: p o zabraniu k

kart z parami, na których występują pary (a1; a2); (a2; a3); : : : ; (ak; ak+1), zna jduje
wśró d jeszcze nieobranych kart kartę zawiera jącą ak+1 (jeśli taka istnieje) i oznacza
liczb ę z jej drugiej strony jako ak+2.

Ponieważ kart jest skończenie wiele, ten pro ces musi się kiedyś zatrzymać. Może się
to zdarzyć tylko wtedy, gdy p o zabraniu k-tej karty liczba ak+1 nie występuje już
na żadnej p ozostałej karcie, czyli gdy ak+1 jest jedną z liczb a1; a2; : : : ; ak. Jednak
każda z liczb a2; : : : ; ak występuje już na dwó ch zabranych kartach (jako prawa liczba
w jednej parze i lewa w następnej), zatem jedyną możliwością jest, że ak+1 = a1.
Otrzymaliśmy zbiór kart z parami liczb

(a1; a2); (a2; a3); : : : ; (ak�1; ak); (ak; a1);

który nazwiemy cyklem. Na tych k kartach p o jawia ją się tylko liczby a1; a2; : : : ; ak,
każda dokładnie dwa razy. Jeśli teraz każdą kartę z parą liczb (ai; ai+1) obró cimy
na stronę z ai, to każda z liczb a1; : : : ; ak jest wido czna na dokładnie jednej karcie.

Po o dłożeniu tego cyklu p ozostałe karty nadal ma ją własność: „każda liczba p o jawia
się dokładnie dwa razy”, więc możemy p owtarzać pro ces aż rozłożymy wszystkie
karty na rozłączne cykle i obró cimy je w opisany sp osób. W efekcie każda liczba o d
1 do 2000 b ędzie wido czna dokładnie na jednej karcie.

Uwaga: Powyższy problem można zinterpretować w języku grafów. Jako wierz-
chołki grafu przyjmiemy liczby 1; : : : ; 2000, i d la każdej karty łączymy krawędzią
dwie liczby na niej napisane. Wtedy z każdego wierzchołka wychodzą dokładnie
dwie krawędzie. Graf ten składa się wówczas z pewnej liczby rozłącznych cykli.
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Zadanie 5.

W tró jkącie równoramiennym ABC, gdzie AC = BC, kąt wewnętrzny przy wierz-
chołku C ma miarę 20�. Punkty D i E należące o dp owiednio do b oków BC i AC są
sp o dkami dwusiecznych kątów wewnętrznych tró jkąta ABC p oprowadzonych o dp o-
wiednio z wierzchołków A i B. Wykaż, że punkty D;E oraz śro dek okręgu opisanego
na tró jkącie ABC są wierzchołkami tró jkąta równob o cznego.

Rozwiązanie: Zauważmy o d razu, że

<)ABC = <)BAC =
180� � 20�

2
= 80�:

Z symetrii tró jkąta ABC względem symetralnej o dcinka AB wnioskujemy, że punkt D
jest symetryczny do punktu E względem tej symetralnej. Stąd proste DE i AB są
równoległe. Możemy zatem zapisać równości

<)BED = <)ABE = <)EBD =
80�

2
= 40�:

Wnioskujemy stąd, że tró jkąt BED jest równoramienny i BD = DE. Z symetrii
całej konfiguracji uzyskujemy zatem AE = ED = DB.

Niech O b ędzie takim punktem, że tró jkąt DEO jest równob o czny, przy czym wy-
bieramy punkt O p o tej samej stronie prostej DE, p o której zna jduje się punkt C.

A B

C

DE

O

Zauważmy, że

AE = ED = DB = EO = DO;

więc tró jkąt AEO jest równoramienny. Co więcej

<)AEO = <)AED + <)DEO = 100� + 60� = 160�;

więc

<)CAO = <)EAO =
180� � 160�

2
= 10�:

Wiemy, że punkt O leży na symetralnej o dcinka DE, czyli
także na dwusiecznej kąta ACB. Zatem <)ACO = 10�. Stąd
tró jkąt AOC jest równoramienny i AO = CO.

Analogicznie otrzymujemy BO = CO, więc punkt O jest
śro dkiem okręgu opisanego na tró jkącie ABC. Z definicji
punktu O wiemy, że punkty D;E;O tworzą tró jkąt równo-
b o czny, co kończy dowó d.
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Zadanie 6.

Zna jdź wszystkie rzeczywiste rozwiązania układu równań8>><
>>:
a2 + a� 1 = b

b2 + b� 1 = c

c2 + c� 1 = a

:

Rozwiązanie: Do da jąc strony wszystkich równości, dosta jemy

a2 + b2 + c2 + a+ b+ c� 3 = a+ b+ c; czyli a2 + b2 + c2 = 3:

Do da jąc 1 do stron wyjściowych równań otrzymamy natomiast układ równań8>><
>>:
a(a+ 1) = b+ 1

b(b+ 1) = c+ 1

c(c+ 1) = a+ 1

:

Mnożąc strony p owyższych równości, dosta jemy

abc(a+ 1)(b+ 1)(c+ 1) = (a+ 1)(b+ 1)(c+ 1): (�)

Zauważmy, że jeśli a = �1, to b = a2+a� 1 = �1 i p o dobnie c = �1. Analogicznie,
jeśli którakolwiek z liczb a; b; c wynosi �1, to (a; b; c) = (�1;�1;�1).

Załóżmy zatem, że żadna z liczb a; b; c nie jest równa �1. Wtedy możemy p o dzielić
równość (�) stronami przez niezerową liczb ę (a+1)(b+1)(c+1), otrzymując abc = 1.

Tymczasem z nierówności między średnią arytmetyczną i geometryczną mamy

1 =
a2 + b2 + c2

3
>

3
p
a2b2c2 = 1;

więc musi zacho dzić równość a2 = b2 = c2. Niech k = a2 = b2 = c2. Z wyjściowego
układu równań otrzymujemy równości

b� a = c� b = a� c = k � 1:

Pierwsze trzy z p owyższych liczb są zatem równe, a ich suma wynosi 0, więc każda
z nich musi być równa 0, skąd mamy a = b = c. Zatem a2 + a� 1 = a, czyli a2 = 1,
a skoro w tym przypadku zakładamy a 6= �1 to a = 1. Po dobnie b = c = 1.

W ten sp osób wykazaliśmy, że (a; b; c) jest jedną z tró jek (�1;�1;�1) i (1; 1; 1).
Łatwo sprawdzić, że obie faktycznie sp ełnia ją zadany układ równań.
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Zadanie 7.

Dane są do datnie liczby całkowite m;n, takie że ich suma m + n jest dzielnikiem
liczby mn. Wykaż, że m 6 n2 � n.

Rozwiązanie: Skoro m+ n jmn, to

m+ n j (m+ n)n�mn = n2;

więc m+ n 6 n2, czyli m 6 n2 � n.

Zadanie 8.

Zna jdź wszystkie liczby rzeczywiste x > 1

2
sp ełnia jące

p
x+ 1 +

p
x+ 3 =

p
2x� 1 +

p
2x+ 1:

Rozwiązanie: Sp osób I: Zauważmy, że

1p
x+ 3 +

p
x+ 1

=

p
x+ 3�p

x+ 1

(x+ 3)� (x+ 1)
=

p
x+ 3�p

x+ 1

2
;

i p o dobnie
1p

2x+ 1 +
p
2x� 1

=

p
2x+ 1�p

2x� 1

2
;

więc p
x+ 3�p

x+ 1 =
p
2x+ 1�p

2x� 1:

Do da jąc p owyższą równość do wyjściowej równości, uzyskujemy

2
p
x+ 3 = 2

p
2x+ 1;

czyli x + 3 = 2x + 1 i x = 2. Łatwo sprawdzić, że dla x = 2 wyjściowa równość
z treści zadania faktycznie zacho dzi — jest to zatem jedyne rozwiązanie.

Sp osób I I: Zapiszmy równość jako

p
x+ 1�p

2x+ 1 =
p
2x� 1�p

x+ 3

i p o dnieśmy obie strony do kwadratu, otrzymując

(x+ 1)� 2
p
(x+ 1)(2x+ 1) + (2x+ 1) = (x+ 3)� 2

p
(x+ 3)(2x� 1) + (2x� 1);
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czyli
3x+ 2� 2

p
(x+ 1)(2x+ 1) = 3x+ 2� 2

p
(x+ 3)(2x� 1);

a zatem
(x+ 1)(2x+ 1) = (x+ 3)(2x� 1):

Stąd otrzymujemy 2x2 +3x+1 = 2x2 +5x� 3, czyli x = 2. Sprawdzamy, że jest to
rozwiązanie wyjściowego równania.

Zadanie 9.

W tró jkącie ABC punkt L jest sp o dkiem dwusiecznej kąta wewnętrznego BAC

p oprowadzonej z wierzchołka A na b ok BC. Punkt D jest śro dkiem o dcinka AL,
a punkt E jest rzutem prostokątnym punktu D na b ok AB. Załóżmy, że o dcinek AC

jest trzy razy dłuższy o d o dcinka AE. Wykaż, że tró jkąt CLE jest równoramienny.

Rozwiązanie: Oznaczmy przez F i X o dp owiednio rzuty punktów D i L na b ok AC.
Wtedy punkt F jest symetryczny do punktu E względem dwusiecznej kąta BAC,
więc AE = AF . Zatem z założenia AC = 3AF .

Zauważmy również, że o dcinek DF jest linią śro dkową w tró jkącie ALX, skąd otrzy-
mujemy AX = 2AF . Zatem punkt X jest śro dkiem o dcinka CF . Stąd w tró jkącie
CLF wysokość i śro dkowa p oprowadzone z punktu L p okrywa ją się. Zatem tró jkąt
ten jest równoramienny, skąd LC = LF .

Skoro jednak punkty E i F są symetryczne względem prostej AL, to LE = LF .
Zatem LC = LE i tró jkąt CLE jest równoramienny.

A

B

C

D

E F

L

X
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Zadanie 10.

W p ewnej ta jnej agencji jest 2025 szpiegów, z których każdy ma p ewną informację
znaną tylko sobie. Co go dzinę p ewien ze szpiegów dzwoni do innego i przekazuje mu
wszystkie p osiadane informacje (ale nie otrzymuje p o dczas tej rozmowy żadnych
informacji o d rozmówcy). Jaka jest na jmniejsza możliwa liczba rozmów p otrzebna,
aby wszyscy szpiedzy p oznali wszystkie p osiadane przez siebie informacje?

Rozwiązanie: Na jmniejsza możliwa liczba rozmów wynosi 4048.

Zauważmy na jpierw, że p o 4048 rozmowach szpiedzy mogą p osiąść wszystkie infor-
macje. Wybierzmy dowolnego szpiega A. Na jpierw każdy z p ozostałych 2024 szpie-
gów dzwoni do A i przekazuje mu swo ją informację (2024 rozmowy), a następnie A
o ddzwania do wszystkich i przekazuje komplet informacji (kolejne 2024 rozmowy).

Wykażemy teraz, że p otrzebne jest istotnie wykonanie 4048 rozmów. Rozważmy
pierwszy moment, w którym jakiś szpieg — nazwijmy go B — zna wszystkie cu-
dze informacje (a więc ma komplet 2025 informacji łącznie ze swo ją). Do tej chwili
każdy z p ozostałych 2024 szpiegów musiał cho ć raz zadzwonić, b o inaczej jego wła-
sna informacja nie opuściłaby go i B nie mógłby jej znać. Stąd do tego momentu
wykonano co na jmniej 2024 rozmowy.

Po tej chwili nikt p oza B nie zna jeszcze kompletu informacji, więc aby każdy zdobył
p ełen zestaw, każdy z p ozostałych 2024 szpiegów musi co na jmniej raz o debrać
rozmowę o d kogoś, kto już zna komplet (na jpierw o d B, p otem ewentualnie o d
następnych). Jedna rozmowa uzup ełnia wiedzę tylko jednego o dbiorcy, więc p otrzeba
co na jmniej 2024 kolejnych rozmów. Widzimy zatem, że łącznie p otrzebne jest co
na jmniej 4048 rozmów.

Zadanie 11.

Definiujemy cią g liczb całkowitych (an) w następujący sp osób: liczba a1 jest dowolną
liczbą całkowitą, a ma jąc zdefiniowane liczby a1; : : : ; an�1 wybieramy an jako jedyną
liczb ę całkowitą z przedziału [0; n� 1], dla której n j a1 + a2 + : : :+ an.

Wykaż, że każdy taki cią g (an) jest od pewnego momentu stały, czyli dla każdego
takiego cią gu (an) istnieje takie N , że an przyjmuje identyczne wartości dla n > N .

Rozwiązanie: Wykażemy na jpierw, że jeśli dla p ewnego i sp ełniony jest warunek

0 6
a1 + : : :+ ai

i
6 i;

to cią g (an) jest stały o d indeksu n > i+ 1.
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Istotnie, oznaczmy p owyższy iloraz przez k. Z założenia zadania jest to liczba cał-
kowita, a do datkowo zakładamy, że 0 6 k 6 i. Udowo dnimy teraz przez indukcję ze
względu na n, że an = k dla n > i.

Krok bazowy indukcji, czyli przypadek n = i+ 1, wynika tego, że

i+ 1 j (i+ 1)k = a1 + : : :+ ai + k

oraz 0 6 k 6 i.

Krok indukcyjny przebiega p o dobnie: jeśli liczby ai+1; ai+2; : : : ; an są równe k, to

n+ 1 j (n+ 1)k = a1 + : : :+ an + k:

To kończy dowó d stwierdzenia z p o czątku rozwiązania.

Pozosta je wykazać, że istnieje n, takie że

0 6
a1 + : : :+ an

n
6 n: (�)

Pierwsza nierówność może nie być sp ełniona tylko, gdy a1 < 0. Wtedy jednak nie
b ędzie ona sp ełniona dla n > ja1j, p onieważ dla takich n mamy

n j a1 + : : :+ an oraz a1 + : : :+ an > �n:

Stąd a1 + : : :+ an > 0:

Do uzasadnienia drugiej nierówności zauważmy, że

a1 + a2 + : : :+ an 6 a1 + 1 + 2 + : : :+ (n� 1) = a1 +
n(n� 1)

2
;

która to liczba jest mniejsza o d n2, o ile zacho dzi warunek

n2 > 2a1:

Zatem dla dowolnej liczby n większej o d max
�
ja1j;

p
2ja1j

�
zacho dzi (�).

Zadanie 12.

Trap ez ABCD o p o dstawach AB i CD jest wpisany w okrą g o śro dku w punkcie O.
Z punktu A p oprowadzono obie styczne do okręgu opisanego na tró jkącie CDO,
a punkty styczności oznaczono P i Q. Wykaż, że okrą g opisany na tró jkącie APQ

przecho dzi przez śro dek p o dstawy AB.
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Rozwiązanie: Oznaczmy śro dek okręgu opisanego na tró jkącie CDO przez O0. Skoro
proste AP i AQ są styczne do okręgu o śro dku w O0, to <)APO0 = <)AQO0 = 90�

Wynika stąd, że punkty A;P;Q;O0 leżą na okręgu o średnicy AO0.

Skoro trap ez ABCD jest wpisany w okrą g, to jest symetryczny względem symetral-
nej p o dstawy AB, a punkt O leży na tej symetralnej. Zatem leży na niej również
punkt O0. Jeśli punkt M jest śro dkiem o dcinka AB, to <)AMO0 = 90�. Zatem piątka
punktów A;P;Q;M;O0 leży na jednym okręgu, co kończy dowó d.

A B

CD

O

P

Q

M

O0

Zadanie 13.

Dana jest liczba całkowita n > 3. Na p ewnym okręgu zaznaczono 2n punktów, dzie-
ląc go na 2n łuków. Okazało się, że długości tych łuków przyjmują tylko trzy różne
wartości, przy czym żadne dwa sąsiednie łuki nie są tej samej długości. Zaznaczone
punkty p okolorowano na przemian na niebiesko i czerwono.

Niebieskim n-kątem nazwiemy n-kąt o n niebieskich wierzchołkach, a czerwonym
n-kątem nazwiemy n-kąt o n czerwonych wierzchołkach. Wykaż, że niebieski n-kąt
i czerwony n-kąt ma ją równe p ola i obwo dy.

Rozwiązanie: Oznaczmy trzy możliwe długości łuków przez a; b; c i przyjmijmy, że
występują one na okręgu o dp owiednio x; y; z razy. Czerwone punkty dzielą okrą g
na n łuków, które z założenia ma ją długość a + b, b + c lub a + c. Wśró d tych n

łuków, tych o długościach b+ c i a+ c jest łącznie z, więc tych o długościach a+ b

jest n� z. Analogicznie, łuków o długościach b+ c jest n�x, a łuków o długościach
a+ c jest n� y.
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Te same obserwacje możemy sformułować na temat łuków między niebieskimi punk-
tami. Cięciwy oparte na łukach tej samej długości są również tej samej długości, więc
czerwony i niebieski n-kąt ma ją b oki tej samej długości, tylko być może w innej ko-
lejności. Ma ją zatem równe obwo dy.

Oznaczmy czerwone wierzchołki kolejno A1; A2; : : : ; An, a niebieskie B1; B2; : : : ; Bn.
Śro dek okręgu oznaczmy przez O. Po dobnie jak wcześniej stwierdzamy, że tró jką-
ty A1A2O;A2A3O; : : : ; AnA1O przysta ją w p ewnej kolejności do tró jkątów B1B2O,
B2B3O; : : : ; BnB1O. Sumy p ól tych n-tek tró jkątów to p ole o dp owiednio czerwo-
nego i niebieskiego n-kąta, p ola tych n-kątów są równe.

Zadanie 14.

Dla do datnich liczb całkowitych x; y sp ełnione są warunki

np
x2 + 2y

o
>

2

3
oraz

np
y2 + 2x

o
>

2

3
:

Wykaż, że x = y.

Uwaga: Dla liczby rzeczywistej a przez fag oznaczamy część ułamkową a, czyli
fag = a�k, gdzie k jest największą liczbą całkowitą spełniającą warunek k 6 a.

Rozwiązanie: Załóżmy nie wprost, że teza nie zacho dzi i przyjmijmy b ez straty
ogólności, że x > y. Wtedy x2 + 2y > x2 więc

p
x2 + 2y > x, gdyż x jest do datnią

liczbą całkowitą. Stąd też, a także z nierówności zapisanych w założeniach zadania,
uzyskujemy

p
x2 + 2y > x+ 2

3
. Zatem

x2 + 2y >

�
x+

2

3

�2

= x2 + 2 � 2
3
x+

4

9
; czyli y >

2

3
x:

Z drugiej strony korzysta jąc z założenia x > y wnioskujemy, że

y2 + 2x > y2 + 2y + 2 > (y + 1)2;

więc z założeń zadania mamy
p
y2 + 2x > y + 1 + 2

3
. Uzyskujemy zatem

y2 + 2x > y2 + 2 � 5
3
y +

25

9
; czyli x >

5

3
y:

Wtedy jednak

y >
2

3
x >

2

3
� 5
3
y =

10

9
y > y;

więc uzyskujemy sprzeczność, która kończy dowó d.
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Zadanie 15.

Wykaż, że wszystkie do datnie liczby całkowite można p okolorować na trzy kolory
tak, by dla każdej do datniej liczby całkowitej n wśró d liczb n; 2n; 3n występ owały
wszystkie trzy kolory.

Rozwiązanie: Dla całkowitej liczby do datniej n oznaczmy przez �2(n) wykład-
nik, z jakim liczba 2 występuje w rozkładzie liczby n na czynniki pierwsze, a przez
�3(n) oznaczmy wykładnik tró jki w tym rozkładzie. Wprowadźmy również oznacze-
nie f(n) = �2(n) � �3(n), i p okolorujmy liczb ę n na kolor niebieski, czerwony lub
żółty o dp owiednio, gdy liczba f(n) da je resztę 0, 1, i 2 z dzielenia przez 3.

Zauważmy, że f(2n) = �2(2n) � �3(2n) = f(n) + 1, a f(3n) = f(n) � 1. Zatem
liczby f(n); f(2n); f(3n) są kolejnymi trzema liczbami całkowitymi. Da ją więc one
w p ewnej kolejności reszty 0; 1; 2 z dzielenia przez 3. Przypisaliśmy więc liczb om
n; 2n; 3n trzy różne kolory i zadane kolorowanie sp ełnia warunek zadania.

Zadanie 16.

W p ewnej klasie składa jącej się z n uczniów funkcjonuje p ewna liczba trzyosob owych
kółek naukowych. Każdy uczeń może należeć do dowolnej liczby kółek, ale żadna
para uczniów nie jest jedno cześnie w dwó ch różnych kółkach. Wykaż, że możemy
wybrać k uczniów tej klasy tak, by

p
2n � 1 6 k, i by z żadnego kółka nie wybrać

wszystkich trzech członków.

Rozwiązanie: Rozważmy zbiór k-elementowy A, który jest na jwiększym możliwym
zbiorem uczniów niezawiera jącym kółka naukowego. Wykażemy, że k >

p
2n� 1.

Rozważmy dowolnego ucznia x sp oza A. Skoro nie możemy do dać go do A nie tworząc
kółka naukowego, to x musi tworzyć kółko naukowe wraz z p ewną parą uczniów z A.

Ale każda para uczniów z A może tworzyć kółko tylko z jednym uczniem sp oza A.
Zatem liczba par uczniów z A musi wynosić co na jmniej tyle, co liczba uczniów
nienależących do A. Innymi słowy,�

k

2

�
> n� k; czyli

k(k � 1)

2
+ k > n:

Gdyby jednak zacho dziło k 6
p
2n� 1, to mielibyśmy

k(k � 1)

2
+ k =

k(k + 1)

2
<

p
2n � p2n

2
= n:

Uzyskana sprzeczność dowo dzi, że jAj > p
2n � 1, więc zbiór uczniów A sp ełnia

założenie zadania.
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Zadanie 17.

Gdy Jaś widzi nieujemną liczb ę całkowitą, zwiększa ją o p ewną z jej cyfr. Gdy
natomiast Staś widzi nieujemną liczb ę całkowitą, zmniejsza ją o p ewną z jej cyfr.

Na tablicy zapisano p ewną do datnią liczb ę całkowitą, a następnie p ozwolono Jasiowi
i Stasiowi na przemian wykonywać na niej swo je op eracje. Wykaż, że niezależnie o d
tego, które cyfry b ędą wybierać, jeden z nich b ędzie w p ewnym momencie zmuszony,
by napisać na tablicy liczb ę, która już wcześniej się na niej p o jawiła.

Rozwiązanie: Przypuśćmy nie wprost, że żadna liczba napisana na tablicy nie
p owtórzy się. Zauważmy, że w takim razie żaden z chłop ców nie wybiera nigdy
cyfry 0 do o djęcia lub do dania.

Nietrudno widzieć, że liczba na tablicy nigdy nie b ędzie ujemna. Staś nie może
zmienić liczby nieujemnej w ujemną, b o dowolna liczba nieujemna jest większa lub
równa o d wszystkich swoich cyfr.

Oznaczmy k-tą napisaną liczb ę na tablicy przez ak, a liczb ę cyfr p o czątkowej liczby
na tablicy przez n. Skoro (z przyjętego przypuszczenia) p owsta je nieskończony cią g
różnych liczb nieujemnych, to dla p ewnego k p o jawi się liczba równa co na jmniej
10n+1. Niech k b ędzie na jmniejszą liczbą, dla której to się dzieje. Wtedy jednak
liczba ak musiała zostać napisana przez Jasia. Inaczej b owiem już ak�1 liczba byłaby
większa o d 10n+1. Widzimy też, że k > 2 i

ak�2 > ak�1 > ak � 9 > 10n+1 � 9 = 99 : : : 9| {z }
n

1:

Skoro ak jest pierwszą liczbą na tablicy sp ełnia jącą ak > 10n+1, to ak�2 < 10n+1.
Zatem ak�2 jest liczbą p ostaci

99 : : : 9| {z }
n

x;

dla p ewnej cyfry x.

Wtedy jednak liczba ak�1 jest równa alb o ak�2�9, alb o ak�2�x. W obu przypadkach
mamy

ak�1 6 ak�2 � x = 99 : : : 9| {z }
n

0;

więc
ak 6 ak�1 + 9 6 99 : : : 9| {z }

n+1

< 10n+1:

Uzyskujemy sprzeczność z założeniem ak > 10n+1. Dowó d jest zakończony.
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Zadanie 18.

W kwadracie ABCD zaznaczono punkty E i F o dp owiednio na b okach AB i BC
tak, że AE = BF . Punkt G jest symetryczny do punktu F względem śro dka b oku
AB, a punkt H symetryczny do punktu E względem śro dka b oku BC. Wykaż, że
tró jkąty DEF i BGH ma ją równe p ola.

Rozwiązanie: Rozważmy obrót do okoła punktu C o kąt prosty. Obraz dowolnego
punktu X przy tym obro cie oznaczać b ędziemy X 0.

Nietrudno zauważyć, że H 0 = F i B0 = D, oraz że punkt A0 jest symetryczny do
punktu A względem punktu D. Tró jkąty G0A0D i GAB są przysta jące, skoro jeden
jest obrazem drugiego w rozważanym obro cie.

Zauważmy też, że tró jkąty GAB oraz DAE są przysta jące. Skoro zatem punkt A0

jest symetryczny do punktu A względem punktu D, to również punkt G0 jest syme-
tryczny do punktu E względem punktu D.

W konsekwencji o dcinek FD jest śro dkową w tró jkącie G0EF , więc p ola tró jkątów
DG0F i DEF są równe. Skoro jednak tró jkąt DG0F jest obrazem tró jkąta BGH

w rozważanym obro cie, więc tró jkąty BGH;DG0F oraz DEF ma ją równe p ola.

A B

CD

E

F

G

H

A0 D0G0
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Zadanie 19.

Trap ez ABCD jest wpisany w okrą g o śro dku w punkcie O, a jego ramiona BC i DA
ma ją długość równą promieniowi tego okręgu. Przez X oznaczmy punkt przecięcia
prostej BD i prostej przecho dzącej przez punkt O prostopadłej do prostej AC.
Wykaż, że tró jkąt AXD jest równoramienny.

Rozwiązanie: Załóżmy, że punkty B;D;X leżą na prostej BD w tej kolejności.
W innym przypadku rozumujemy p o dobnie.

Z założenia, tró jkąty ADO i BCO są równob o czne. Oznaczmy przez T punkt prze-
cięcia przekątnych AC i BD trap ezu ABCD. Mamy

<)ATD = <)ACD + <)CDT =
1

2

�
<)AOD + <)COB

�
=

120�

2
= 60�:

Zatem <)OXD = 90� � <)ATD = 30�.

Uzyskujemy stąd równości

AO = AD oraz <)OAD = 2<)OXD;

a także stwierdzamy, że punkty X i A leżą p o tej samej stronie prostej OD. Zatem
z twierdzenia o kącie wpisanym i śro dkowym wnioskujemy, że X leży na okręgu
o śro dku w A i promieniu AO = AD. W rezultacie AX = AD.

A

B

C
D

O

X

T
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Zadanie 20.

Zna jdź wszystkie pary do datnich liczb całkowitych x; y sp ełnia jących

x2 + y2

2x+ 3y
= 6:

Rozwiązanie: Przekształcamy równanie do p ostaci

x2 + y2 = 12x+ 18y;

czyli równoważnie
(x� 6)2 + (y � 9)2 = 117:

Nietrudno sprawdzić, że jedyny sp osób na przedstawienie 117 jako sumy dwó ch
kwadratów to 62 + 92. Zatem para (x � 6; y � 9) jest alb o p ostaci (�6;�9), al-
b o (�9;�6). Jednak x i y są liczbami do datnimi, więc wykluczamy pary p ostaci
(�6;�9), (�9;�6) oraz (6;�9), p ozostawia jąc w dalszych rozważaniach jedynie pary
(6; 9); (9; 6) i (9;�6), o dp owiada jące parom (x; y) p ostaci (12; 18); (15; 15) i (15; 3).
Pary te sp ełnia ją wyjściowe równanie, więc są to wszystkie jego rozwiązania.

Zadanie 21.

Zna jdź wszystkie liczby pierwsze p, dla których liczba p2 � p + 1 jest sześcianem
liczby całkowitej.

Rozwiązanie: Załóżmy, że liczba p2 � p+ 1 jest sześcianem, czyli

p(p� 1) = p2 � p = a3 � 1 = (a� 1)(a2 + a+ 1);

dla p ewnej liczby całkowitej a > 1. Skoro liczba p jest pierwsza, to

p j a� 1 lub p j a2 + a+ 1:

Pierwszy z tych przypadków nie może mieć miejsca. Mielibyśmy wówczas p 6 a� 1,
więc

p(p� 1) 6 (a� 1)(a� 2) < a(a� 1) < (a� 1)(a2 + a+ 1);

co przeczy równości p(p� 1) = (a� 1)(a2 + a+ 1).

Pozosta je rozważenie przypadku p j a2 + a+ 1. Z równości

p(p� 1) = (a� 1)(a2 + a+ 1)
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otrzymujemy, że p oniższe liczby są całkowite.

p� 1

a� 1
=
a2 + a+ 1

p
:

Niech k > 0 b ędzie liczbą całkowitą równą p owyższym ilorazom. Zauważmy, że

NWD(a� 1; a2 + a+ 1) = NWD(a� 1; 3);

gdyż a2 + a+ 1 � 1 + 1 + 1 � 3 (mod a� 1). Stąd k 2 f1; 3g.

Jeśli k = 1, to p = a, więc a3 = a2�a+1, czyli (a�1)(a2+1) = 0, co jest niemożliwe
dla a > 1. Pozosta je przypadek, gdy k = 3. Wtedy

a2 + a+ 1

p
= 3;

p� 1

a� 1
= 3;

zatem p = 3(a� 1) + 1 = 3a� 2 oraz

a2 + a+ 1 = 3p = 3(3a� 2) = 9a� 6:

Stąd
a2 � 8a+ 7 = 0 =) (a� 4)2 = 9 =) a = 7;

a więc p = 3a � 2 = 19. Wob ec tego jedyną liczbą pierwszą sp ełnia jącą warunki
zadania jest liczba 19.

Zadanie 22.

Na p ewnym przyjęciu jest n > 3 uczestników, sp ośró d których istnieją takie pary
osób, które się zna ją i istnieją takie pary osób, które się nie zna ją. Okazało się, że
niezależnie o d tego jak rozdzielimy uczestników na dwie niepuste i rozłączne grupy,
p ewna osoba z pierwszej grupy zna p ewną osob ę z drugiej. Wykaż, że można wskazać
taką tró jkę uczestników A;B;C tego przyjęcia, że A i B się zna ją, B i C się zna ją,
natomiast A i C się nie zna ją.

Rozwiązanie: Niech A b ędzie taką osobą, która nie zna któregoś z uczestników.
Po dzielmy wszystkich ob ecnych na przyjęciu na dwie niepuste i rozłączne grupy:
pierwsza — A wraz z jego zna jomymi, druga — wszyscy p ozostali (są w niej te
osoby, których A nie zna).

Z założenia zapisanego w treści zadania wynika, że p omiędzy członkami dwó ch p o-
wyższych grup zacho dzi przyna jmniej jedna zna jomość. Skoro jednak A nie zna
nikogo z drugiej grupy, to p ewien jego zna jomy B musi znać p ewnego uczestnika C

z drugiej grupy. Tró jka A;B;C sp ełnia zatem warunek wymagany w zadaniu.
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Zadanie 23.

W wierzchołkach dziesięciokąta foremnego napisano 10 parami różnych liczb całko-
witych. Wykaż, że istnieją takie cztery kolejne wierzchołki tego dziesięciokąta, że
umieszczone w nich kolejno liczby a; b; c; d sp ełnia ją warunek a+ d > b+ c.

Rozwiązanie: Oznaczmy liczby w kolejnych wierzchołkach przez a1; a2; : : : ; a10.
Przypuśćmy nie wprost, że nierówność z zadania nie zacho dzi dla żadnych kolejnych
wierzchołków, czyli

ai + ai+3 6 ai+1 + ai+2; (�)

dla wszystkich i = 1; 2; : : : ; 10, gdzie indeksy traktujemy mo dulo 10 (na przykład
dla i = 9 mamy nierówność a9 + a2 6 a10 + a1). Do da jąc strony owych dziesięciu
nierówności, otrzymamy

2(a1 + a2 + : : :+ a10) 6 2(a1 + a2 + : : :+ a10);

czyli równość. Zatem każda z nierówności (�) musiała być równością, czyli

ai+3 � ai+1 = ai+2 � ai:

Stąd wszystkie liczby p ostaci ai+2 � ai są sobie równe, dla i = 1; 2; : : : ; 10. Jeśli
oznaczymy ich wsp ólną wartość przez d, to otrzymamy

0 = (a1 � a3) + (a3 � a5) + (a5 � a7) + (a7 � a9) + (a9 � a1) = 5d;

czyli d = 0. Zatem a1 = a3, co przeczy założeniu, że liczby w wierzchołkach wielokąta
są parami różne.

Zadanie 24.

Wykaż, że dla do datnich liczb rzeczywistych x; y prawdziwa jest nierówność

x+ y +
jx� 1j
y

+
jy � 1j
x

> 2:

Rozwiązanie: Rozpatrzymy trzy przypadki.

Przypadek 1. Jeśli x; y > 1, to

x+ y +
jx� 1j
y

+
jy � 1j
x

> x+ y > 2:
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Przypadek 2. Jeśli x; y 6 1, to

jx� 1j
y

=
1� x

y
> 1� x oraz

jy � 1j
x

> 1� y;

więc

x+ y +
jx� 1j
y

+
jy � 1j
x

> x+ y + (1� x) + (1� y) = 2:

Przypadek 3. Jedna z liczb x; y jest większa o d 1, a druga jest mniejsza o d 1. Załóżmy,
b ez straty ogólności, że y < 1 < x. Wtedy

x+ y +
jx� 1j
y

+
jy � 1j
x

> x+ y +
1� y

x
=

�
x+

1

x

�
+
y(x� 1)

x
> 2;

przy czym na końcu korzystamy z nierówności

x+
1

x
=

(x� 1)2

x
+ 2 > 2

prawdziwej dla dowolnej liczby x > 0. We wszystkich przypadkach nierówność z tre-
ści zadania jest zatem sp ełniona.

Zadanie 25.

Zna jdź wszystkie pary do datnich liczb całkowitych a; b sp ełnia jących warunek

ab j a2017 + b:

Rozwiązanie: Załóżmy, że takie pary liczb istnieją. Oznaczmy iloraz liczb a2017+ b

oraz ab przez k. Wtedy kab = a2017 + b, więc

a2017 = b � (ak � 1):

Zatem ak � 1 j a2017. Liczby te są jednak względnie pierwsze — dowolny dzielnik
pierwszy p j a2017 sp ełnia p j a, więc p j ak, a zatem p - ak � 1. Stąd uzyskujemy
ak� 1 = 1, czyli ak = 2. W rezultacie (a; k) jest jedną z par (1; 2) lub (2; 1). W obu
przypadkach możemy wyliczyć b z równości

b =
a2017

ak � 1
= a2017;

otrzymując pary (a; b) p ostaci (1; 1) i (2; 22017). Bezp ośrednio sprawdzamy, że pary
te sp ełnia ją żądaną p o dzielność.
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Zadanie 26.

Okręgi o1 i o2 przecina ją się w punktach A i B. Punkty X i Y leżą o dp owiednio na
okręgach o2 i o1 w taki sp osób, że proste BX oraz BY są prostopadłe. Oznaczmy
przez O śro dek okręgu o1, a przez K — różny o d punktu X punkt przecięcia prostej
OX z okręgiem o2. Przez L oznaczmy wreszcie różny o d punktu K punkt przecięcia
prostej KY z okręgiem o2. Wykaż, że punkt X jest śro dkiem łuku AL okręgu o2.

Rozwiązanie: Zauważmy, że

<)AKX = <)ABX = 90� � <)ABY =
180� � <)AOY

2
= <)AY O;

więc
<)AKO + <)AY O = 180�;

a zatem punkty A; Y;O;K leżą na okręgu.

Stąd uzyskujemy

<)LAX = <)LKX = <)Y KO = <)Y AO = <)AY O = <)AKX = <)ALX;

Zatem AX = LX. W rezultacie punkt X jest w śro dkiem łuku AL okręgu o2.

A

B

X

O

Y

K

L
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Mecz matematyczny

Zadanie 27.

W rzędzie ułożone jest 100 do datnich liczb całkowitych. Jeśli w cią gu tym zna jdzie-
my dwie kolejno ułożone liczby a; b, przy czym a jest na lewo o d b oraz a < b, to
możemy wykonać op erację p olega jącą na p o dwo jeniu obu tych liczb i zamianie ich
miejscami. Wykaż, że możemy wykonać tylko skończenie wiele takich op eracji.

Rozwiązanie: Przyjmijmy, że każda liczba jest napisana na własnym, unikalnym
żetonie, który zamieniamy wraz z liczbami. Wykażemy, że dowolne dwa żetony mo-
żemy zamienić ze sobą maksymalnie jeden raz.

Przypuśćmy nie wprost, że istnieją żetony z liczbami p o czątkowymi a < b, które
zamienia ją się miejscami dwukrotnie. Wybierzmy te dwie zamiany tak, by liczba
ruchów p omiędzy nimi była możliwie na jmniejsza; nazwijmy te zamiany p o czątkiem
i końcem. Między p o czątkiem a końcem żeton czerwony (z b) leży na lewo o d żetonu
niebieskiego (z a).

Weźmy dowolny trzeci żeton T . Jeżeli T kiedykolwiek znalazł się między czerwo-
nym i niebieskim, to aby na końcu (gdy czerwony i niebieski znów sąsiadują) nie
być między nimi, musiał zamienić się dokładnie raz z czerwonym i dokładnie raz
z niebieskim. Gdyby z którymkolwiek z nich zamienił się dwukrotnie, mielibyśmy
w rozpatrywanym przedziale parę żetonów zamienia jącą się dwukrotnie, wbrew mi-
nimalności. Jeśli natomiast T nigdy nie był między nimi, to w tym przedziale nie
zamienia się z żadnym z nich.

Bezp ośrednio przed drugą zamianą, gdy czerwony żeton jest b ezp ośrednio na lewo o d
niebieskiego, na żetonach zapisane są o dp owiednio liczby 2n+1b i 2n+1a. Ponieważ
b > a, mamy 2n+1b > 2n+1a. Ruch jest dozwolony tylko wtedy, gdy lewa liczba jest
mniejsza o d prawej, więc w tej chwili nie można zamienić tych żetonów miejscami
— sprzeczność.

Wob ec tego żadna para żetonów nie zamieni się miejscami więcej niż raz, a liczba
ruchów nie przekracza

�
100

2

�
. W szczególności jest to liczba skończona.

Zadanie 28.

Tysiąc uczniów p ewnej szkoły p o jechało na wycieczkę. Na miejsce wycieczki zawiozło
ich 11 busów, a z p owrotem o dwiozło ich 10 busów. Każdy z tysiąca uczniów jechał
i wracał w jednym z busów. Wykaż, że p ewien uczeń jechał na miejsce wycieczki
w mniej licznej grupie niż grupa, w której wracał.
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Rozwiązanie: Dla i = 1; 2; : : : ; 1000 oznaczmy przez xi liczb ę osób, z którą i-ty
uczeń jechał na wycieczkę (wlicza jąc siebie), a przez yi liczb ę osób, z którą wracał.
Zauważmy, że

1

x1
+

1

x2
+ : : :+

1

x1000
= 11:

Rzeczywiście, jeśli p ewnym busem jechało k osób, to każda wnosi 1

k
do p owyższej

sumy. Stąd suma składników p owyższej sumy o dp owiada jących temu busowi równa
jest 1. Zatem suma wszystkich składników równa jest 11.

Analogicznie dosta jemy

1

y1
+

1

y2
+ : : :+

1

y1000
= 10:

Wynika stąd, że istnieje liczba i sp ełnia jąca warunek

1

xi
>

1

yi
:

Inaczej b owiem otrzymalibyśmy o czywistą sprzeczność 11 6 10. W rezultacie istnieje
takie i, że yi > xi. Stąd i-ty uczeń sp ełnia warunek p ostawiony w treści zadania.

Zadanie 29.

Jaś i Staś bawią się dużym kawałkiem plasteliny. Na przemian, zaczyna jąc o d Jasia,
wykonują oni następujące ruchy: Jaś bierze któryś z istniejących kawałków plasteliny
i dzieli go na trzy części w dowolny sp osób. Staś natomiast wybiera dowolne dwa
kawałki i skleja je w jeden. Celem Jasia jest, żeby w p ewnym momencie istniało
co na jmniej 100 kawałków plasteliny o równej masie. Czy może on, niezależnie o d
ruchów Stasia, osią gnąć ten cel?

Rozwiązanie: Jaś może osią gnąć swó j cel.

Przyjmijmy, że oryginalny kawałek plasteliny miał masę 300. Strategia Jasia b ę-
dzie następująca: dop óki istnieje kawałek o masie co na jmniej x > 3, Jaś wybiera
na jwiększy kawałek i dzieli go na trzy kawałki o masach 1, 1 oraz x� 2.

Twierdzimy, że p o skończonej liczbie ruchów nastą pi moment, gdy przed ruchem
Jasia wszystkie kawałki ma ją masę 6 2.

Zauważmy, że dop óki Jaś b ędzie stosował się do opisanej wyżej strategii, w każdym
momencie gry wszystkie kawałki b ędą miały całkowitą masę. Co więcej, jeśli liczba
kawałków w grze p o p ewnym ruchu Jasia wynosiła n, to p o następnym ruchu Stasia
wyniesie ona n � 1, a p o następującym p o nim ruchu Jasia — n + 1. Zatem p o
każdych dwó ch ruchach łączna liczba kawałków w grze rośnie o 1.
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Twierdzimy, że p o skończonej liczbie ruchów nastą pi moment, gdy przed ruchem
Jasia wszystkie kawałki ma ją masę 6 2. Gdyby przed każdym jego ruchem istniał
kawałek o masie > 3, Jaś mógłby kontynuować dzielenie i p o 600 ruchach mielibyśmy
łącznie 301 kawałków. Ponieważ wszystkie masy są do datnimi liczbami całkowitymi,
ich suma byłaby większa lub równa 301, co przeczy zachowaniu sumy mas 300.
Uzyskana sprzeczność dowo dzi istnienia p ożądanego momentu.

Weźmy pierwszy taki moment, gdy masy wszystkich kawałków są równe 1 lub 2.
Niech x b ędzie liczbą kawałków o masie 1, a y — liczbą kawałków o masie 2. Uzy-
skujemy wtedy

x+ 2y = 300:

Gdyby x < 100 i y < 100, to x + 2y < 300. Zatem x > 100 lub y > 100. Zatem
w rozważanym momencie mamy co na jmniej 100 kawałków o jednakowej masie.

Zadanie 30.

Czy istnieje taki nieskończony p o dzbiór zbioru do datnich liczb całkowitych, że suma
dowolnych skończenie wielu jego elementów nie jest p ostaci ab, dla żadnych liczb
całkowitych a; b > 1?

Rozwiązanie: Taki zbiór istnieje — przykładem jest zbiór wszystkich liczb p ostaci
2n3n+1, gdzie n jest do datnią liczbą całkowitą. Rzeczywiście, rozpatrzmy dowolną
sumę p ostaci

s = 2a13a1+1 + 2a23a2+1 + : : :+ 2ak3ak+1;

dla p ewnych do datnich liczb całkowitych a1 < a2 < : : : < ak. Możemy zapisać s

w p ostaci

s = 2a13a1+1 � �1 + 2a2�a13a2�a1 + : : :+ 2ak�a13ak�a1
�
:

Skoro jednak ai > a1, dla i = 2; : : : ; k, to w sumie zapisanej w nawiasie p o pra-
wej wszystkie składniki p oza pierwszym są p o dzielne przez 6. Zatem suma ta jest
względnie pierwsza z 6.

Stąd widzimy, że wykładniki, z którymi liczby 2 i 3 występują w rozkładzie na
czynniki pierwsze liczby s, to o dp owiednio a1 i a1 + 1. Gdyby liczba s była p ostaci
ab, dla p ewnych liczb całkowitych a; b > 1, to mielibyśmy również b j a1 i b j a1 + 1,
czyli

b j (a1 + 1)� a1 = 1:

Założyliśmy jednak, że b > 1, więc otrzymujemy sprzeczność. Zatem zbiór liczb
p ostaci 2n3n+1 rzeczywiście sp ełnia warunek z treści zadania.
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Zadanie 31.

Wykaż, że dla dowolnych parami różnych do datnich liczb całkowitych a; b; c zacho dzi

NWD(ab+ 1; bc+ 1; ca+ 1) <
a+ b+ c

3
:

Rozwiązanie: Oznaczmy przez d lewą stronę nierówności zapisanej w treści zadania.
Wtedy

d j (ab+ 1)� (bc+ 1) = b(a� c):

Zauważmy jednak, że liczby d i b są względnie pierwsze, skoro d j ab+1. Stąd d j a�c.
Analogicznie wnioskujemy, że d j a� b. Zatem

a � b � c (mod d):

Możemy założyć, b ez straty ogólności, że a > b > c. Ponieważ liczby te są parami
różne i wszystkie przysta ją mo dulo d, więc różnice między nimi są > d:

b > c+ d; a > b+ d > c+ 2d:

Zatem
a+ b+ c

3
>

(c+ 2d) + (c+ d) + c

3
= c+ d > d:

Zadanie 32.

Zna jdź wszystkie liczby całkowite n > 1 sp ełnia jące następujący warunek: dla do-
wolnej liczby pierwszej p dzielącej n liczba n+ p jest kwadratem liczby całkowitej.

Rozwiązanie: Zauważmy na jpierw, że w przedziale [n; n +
p
n] jest nie więcej niż

jeden kwadrat. Gdyby do przedziału tego należały dwa kwadraty x2 < y2, to

y2 > (x+ 1)2 = x2 + 2x+ 1 > x2 + x > n+
p
n:

Przypuśćmy, że liczba n ma co na jmniej trzy różne dzielniki pierwsze i oznaczmy
na jmniejsze z nich przez p < q < r. Wtedy pqr jn, więc

q2 < qr < n oraz q <
p
n:

Stąd również p <
p
n. Stąd wynika jednak, że liczby n + p i n + q są kwadratami

i obie należą do przedziału [n; n+
p
n], co nie jest możliwe. Zatem n ma nie więcej

niż dwa różne dzielniki pierwsze.
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Jeśli p jest dzielnikiem pierwszym liczby n, wówczas liczba n + p = p � (m + 1)

jest kwadratem, gdzie m = n
p

. Wynika stąd, że p jm + 1, czyli p - m, a także
p2 - n. Wnioskujemy zatem, że każdy dzielnik pierwszy p występuje w rozkładzie na
czynniki pierwsze liczby n z wykładnikiem 1.

Skoro liczba n > 1 ma nie więcej niż dwa różne dzielniki pierwsze, to jest p ostaci p
lub pq, dla p ewnych liczb pierwszych p; q.

W pierwszym przypadku, skoro liczba n+ p = 2p jest kwadratem, to p = 2. Otrzy-
mujemy w ten sp osób rozwiązanie n = 2, które sp ełnia warunek z treści zadania.

W drugim przypadku liczby pq + p i pq + q są kwadratami. Załóżmy, b ez straty
ogólności, że p > q. Skoro liczba

pq + p = p(q + 1)

jest kwadratem, to p j q+1, więc p 6 q+1. Skoro jednak p > q, to p = q+1. Jedyne
liczby pierwsze sp ełnia jące tę równość, to 2 i 3. Otrzymujemy zatem n = 6. W tym
jednak przypadku liczba n+ 2 = 8 nie jest kwadratem.

Ostatecznie jedyną liczbą n sp ełnia jącą warunki zadania jest liczba 2.

Zadanie 33.

Dane są nieskończone zbiory A i B do datnich liczb całkowitych. Czy możliwe jest,
że wszystkie liczby, które można przedstawić jako ilo czyn a � b, dla a 2 A oraz
b 2 B, to dokładnie wszystkie większe o d 2025 liczby p ostaci nm, dla p ewnych liczb
całkowitych n;m > 1?

Rozwiązanie: Nie jest to możliwe.

Załóżmy przeciwnie, że zbiory A i B sp ełnia ją warunek z treści zadania. Oznaczmy
przez S zbiór wszystkich ilo czynów p ostaci ab dla a 2 A i b 2 B. Nazwijmy liczby
p ostaci nm dla n;m > 1 potęgami. Zatem S jest zbiorem wszystkich p otęg większych
o d 2025.

Niech p > 2025 b ędzie liczbą pierwszą. Gdybyśmy mieli p 2 A, to wszystkie elementy
zbioru B musiałyby być p o dzielne przez p, skoro p omnożone przez p musiałyby
być p otęgą. Wtedy jednak wszystkie elementy zbioru S również byłyby p o dzielne
przez p, więc zbiór S nie zawierałby wszystkich p otęg. Zatem p =2 A. Analogicznie
uzasadniamy, że p =2 B.

Zauważmy jednak, że liczba p2 2 S, jako p otęga, jest ilo czynem liczby z A i liczby
z B. Stąd p2 2 A i 1 2 B, lub na o dwrót: p2 2 B i 1 2 A. Bez straty ogólności
załóżmy, że zacho dzi pierwszy przypadek.
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Niech q > 2025 b ędzie liczbą pierwszą różną o d p. Zauważmy, że q3 2 S, ale q =2 A

oraz q =2 B, więc q3 2 A lub q3 2 B. W drugim przypadku liczba p2q3 byłaby jednak
ilo czynem liczby z A i liczby z B, a liczba ta nie jest p otęgą. Zatem wykluczamy
ten przypadek i rozważamy sytuację, gdy q3 2 A.

Zauważmy, że dla dowolnej liczby pierwszej r > 2025 mamy r2 2 A i r2 =2 B.
Rzeczywiście, liczba r2 musi należeć do zbioru A lub do zbioru B, a nie może ona
należeć do B, gdyż wtedy liczba q3r2 byłaby w S, mimo że nie jest p otęgą.

Wykażemy p oprzez indukcję, że dla dowolnej liczby n > 2 i dowolnej liczby pierwszej
r > 2025 zacho dzi

rn 2 A oraz rn =2 B:

Krok bazowy indukcji dla n = 2 uzasadniliśmy wyżej.

Załóżmy zatem, że teza indukcji jest prawdziwa dla wszystkich liczb mniejszych
o d n. Dla dowolnej liczby pierwszej r mamy rn 2 S, więc liczba ta jest ilo czynem
liczby z A i liczby z B. Z założenia indukcyjnego mamy natomiast sn�1 2 A, gdzie
s > 2025 jest dowolną liczbą pierwszą różną o d r. Liczba sn�1rn nie jest p otęgą,
więc rn =2 B. Z założenia indukcyjnego liczby r2; r3; : : : ; rn�1 też nie należą do B,
więc z obserwacji p o czynionej na p o czątku rozwiązania mamy r =2 B. Zatem jedyny
możliwy sp osób na przedstawienie liczby rn jako ilo czynu liczby z A i liczby z B, to
rn � 1. Stąd rn 2 A. Krok indukcyjny jest zakończony.

Wykażemy teraz, że w zbiorze B może znaleźć się tylko liczba 1. To doprowadzi
o czywiście do sprzeczności z założeniem, że zbiór B jest nieskończony.

Załóżmy zatem, że p ewna liczba k > 1 należy do zbioru B. Niech r > 2025 b ędzie
dowolną liczbą pierwszą, która nie dzieli k. Wiemy, że rn 2 A, dla wszystkich n > 2.
Zatem wszystkie liczby p ostaci rn � k są p otęgami.

Niech n b ędzie liczbą pierwszą większą o d k. Wtedy wykładnik, z którym r wystę-
puje w rozkładzie na czynniki pierwsze liczby rnk, równy jest dokładnie n. Skoro
zatem rnk jest p otęgą, a n liczbą pierwszą, to rnk jest p otęgą p ostaci mn, dla p ew-
nego m > 1. Zatem sama liczba k jest n-tą p otęgą. To jest jednak niemożliwe —
z założenia mamy b owiem

1 < k < n < 2n 6 mn;

przy czym nierówność n < 2n, prawdziwą dla każdej do datniej liczby całkowitej
n, łatwo udowo dnić cho ćby przez indukcję. Zatem liczba k nie jest p ostaci ln, dla
p ewnej liczby całkowitej l. Uzyskana sprzeczność kończy dowó d.
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Zadanie 34.

Dane są do datnie liczby rzeczywiste a; b; c, takie że a+ b+ c = 3. Wykaż, że

a

b+ 1
+

b

c+ 1
+

c

a+ 1
>

1

a+ 1
+

1

b+ 1
+

1

c+ 1
:

Rozwiązanie: Po p o dstawieniu x = a� 1; y = b� 1 i z = c� 1 nierówność z treści
zadania sprowadza się do p ostaci

x

y + 2
+

y

z + 2
+

z

x+ 2
> 0:

Z założeń o liczbach a; b; c mamy również x + y + z = 0 oraz x; y; z > �1. Mnożąc
strony uzyskanej wyżej nierówności przez do datnią liczb ę (x + 2)(y + 2)(z + 2),
sprowadzamy tę nierówność równoważnie do p ostaci

x(x+ 2)(z + 2) + y(y + 2)(x+ 2) + z(z + 2)(y + 2) > 0:

Korzysta jąc z równości x+ y + z = 0, przekształcamy nierówność równoważnie:

(x2 + 2x)(z + 2) + (y2 + 2y)(x+ 2) + (z2 + 2z)(y + 2) > 0;

czyli równoważnie

x2z + 2xz + 2x2 + 4x+ y2x+ 2xy + 2y2 + 4y + z2y + 2yz + 2z2 + 4z > 0;

czyli równoważnie

x2z + y2x+ z2y + 2(x2 + y2 + z2) + 2(xy + yz + xz) > 0:

Mamy jednak

0 = (x+ y + z)2 = x2 + y2 + z2 + 2xy + 2yz + 2xz;

więc nierówność wyżej przekształcić można równoważnie do p ostaci

x2z + y2x+ z2y + x2 + y2 + z2 > 0:

Ostatnią nierówność można natomiast zapisać w p ostaci

x2(z + 1) + y2(x+ 1) + z2(y + 1) > 0:

Uzyskana nierówność jest natomiast prawdziwa, skoro x; y; z > �1. Przekształcili-
śmy zatem równoważnie nierówność z treści zadania i uzyskaliśmy nierówność, która
jest prawdziwa. Zatem również wyjściowa nierówność jest prawdziwa.
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Zadanie 35.

Do datnie liczby rzeczywiste a; b; c; d sp ełnia ją równość

a2 + b2 + c2 + d2 = 4:

Wykaż, że suma dwó ch sp ośró d liczb a; b; c; d nie przekracza 2.

Rozwiązanie: Przypuśćmy nie wprost, że teza nie zacho dzi. Bez straty ogólności
niech a 6 b 6 c 6 d. Suma a + b jest zatem na jmniejsza z sum dwó ch sp ośró d
liczb a; b; c; d. Aby wykorzystać założenie, że teza jest fałszywa, wystarczy rozważyć
warunek a+ b > 2. Z nierówności między średnią kwadratową i arytmetyczną mamy
natomiast

a2 + b2

2
>

�
a+ b

2

�2

> 12 = 1

Stąd a2 + b2 > 2. Skoro jednak c2 > a2 i d2 > b2, to

a2 + b2 + c2 + d2 > 2(a2 + b2) > 4:

Otrzymana sprzeczność z założeniem zadania kończy dowó d.

Zadanie 36.

Wielokąt, którego wszystkie wierzchołki ma ją obie wsp ółrzędne całkowite, nazwie-
my kanciatym, jeśli każdy jego b ok jest równoległy do jednej z dwó ch osi układu
wsp ółrzędnych. Ile osi symetrii może mieć kanciaty wielokąt? Wskaż (i uzasadnij)
wszystkie możliwe o dp owiedzi.

Rozwiązanie: Możliwa liczba osi symetrii jest równa 0, 1, 2 lub 4. Kanciate wielo-
kąty o wymienionych liczbach osi symetrii są przedstawione p oniżej. Pozosta je więc
wykazać, że nie ma innych możliwości.

Niech l b ędzie osią symetrii kanciatego wielokąta W , a AB dowolnym jego b okiem.
Oznaczymy przez A0B0 obraz tego o dcinka w symetrii względem prostej l. Skoro l

jest osią symetrii, to o dcinek A0B0 jest również b okiem W , a w szczególności jest
równoległy lub prostopadły do o dcinka AB.
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Przyjmijmy, że kąt między równoległymi prostymi ma miarę 0�. Oznaczmy kąt mię-
dzy prostą AB a prostą l przez �, gdzie 0� 6 � < 90�. Wtedy � jest również kątem
między prostą l, a o dcinkiem A0B0. Stąd kąt między prostymi AB i A0B0 jest rów-
ny 2� lub 180� � 2� (gdy � > 45�). Zatem liczba ta jest równa 0� lub 90�, czyli
miara kąta � jest równa 0� lub 45�. Wnioskujemy stąd, że osie symetrii wielokąta
kanciastego mogą przyjmować tylko cztery możliwe kierunki – są one równoległe do
osi OX układu wsp ółrzędnych, prostopadłe do niej, alb o tworzą z nią kąt 45�:

Wykażemy teraz następujący znany fakt.

Lemat: Osie symetrii dowolnego wielokąta W (niekoniecznie kanciastego) przecina ją
się w jednym punkcie (jeśli są co na jmniej dwie).

Dowód. Oznaczmy przez (xi; yi) wsp ółrzędne wierzchołków wielokąta W , przy czym
i = 1; 2; : : : ; k. Śro dkiem ciężkości wielokąta W nazywamy punkt�

x1 + : : :+ xk
k

;
y1 + : : :+ yk

k

�
:

Niech l b ędzie dowolną prostą, a W 0 — obrazem wielokąta W w symetrii względem
prostej l. Wtedy śro dki ciężkości W i W 0 są punktami symetrycznymi względem l.
Jeśli zatem za l weźmiemy oś symetrii wielokąta W , to W =W 0 i rozważane śro dki
ciężkości się p okrywa ją. Skoro śro dki te są symetryczne względem l, to oba leżą na l.
Zatem wszystkie osie symetrii W przecho dzą przez jego śro dek ciężkości.

Wiemy zatem w szczególności, że żadne dwie osie symetrii W nie są równoległe. Sko-
ro wiemy, że mogą mieć one tylko cztery kierunki, to wnioskujemy, że osie symetrii
są co na jwyżej 4. Pozosta je wykazać, że nie może ich być dokładnie trzech.

Przypuśćmy przeciwnie. Nazwijmy trzy osie symetrii wielokąta W k; l;m i niech
P b ędzie ich punktem wsp ólnym. Przyjmijmy też, że proste k i l są prostopadłe,
a prosta m jest p o d kątem 45� do obu z nich. Wykażemy, że prosta n prostopadła
do prostej m i przecho dząca przez punkt P jest również osią symetrii wielokąta W .

Rzeczywiście, nietrudno przekonać się, że jeśli o dbijemy dowolny punkt Q wielokąta
W na jpierw względem prostej k, a następnie względem prostej l, to otrzymamy
o dbicie Q0 punktu Q względem P . Skoro wielokąt W jest symetryczny względem
prostych k i l, to punkt Q0 też leży w tym wielokącie. Co więcej, o dbicie Q00 punktu Q0

względem prostej m p okrywa się z o dbiciem Q względem prostej n. Skoro wielokąt W
jest symetryczny względem prostej m, to punkt Q00 również leży w wielokącie W .

Po dsumowując, dla dowolnego punktu wielokąta W , jego o dbicie symetryczne wzglę-
dem prostej n również leży w tym wielokącie. To oznacza dokładnie, że wielokąt W
jest symetryczny również względem prostej n.
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Zadanie 37.

Okręgi o1 i o2 o śro dkach o dp owiednio w punktach O1 i O2 przecina ją się w punktach
A i B. Prosta O1B przecina okrą g o2 p o raz drugi w punkcie C, a prosta O2A przecina
okrą g o1 p o raz drugi w punkcie D. Przez X oznaczamy drugi punkt przecięcia
prostej AC z okręgiem o1, a przez Y oznaczamy drugi punkt przecięcia prostej BD
z okręgiem o2. Wykaż, że CX = DY .

Rozwiązanie: Z twierdzenia o kącie śro dkowym i wpisanym, mamy

<)ACB =
1

2
<)AO2B = 90� � <)BAO2;

natomiast

<)BAO2 = 180� � <)BAD = 180� � 1

2
(360� � <)DO1B) =

1

2
<)DO1B:

Skoro zaś <)BAD = 1

2
<)BO1D, to

<)ACB = 90� � <)BAO2 =
180� � <)DO1B

2
= <)DBO1:

Zatem proste BD i AC są równoległe.

Wnioskujemy stąd, że czworokąty DBAX i CAY B są trap ezami wpisanymi w okrę-
gi, czyli są trap ezami równoramiennymi. Stąd CB = AY i BX = AD. Dosta jemy
też równość

<)Y DA = <)BDA = <)DBX = <)BXC

i analogicznie <)DY A = <)BCX. W rezultacie tró jkąty DAY i BXC są przysta jące
(ma ją parami równe dwa kąty i dwa b oki), skąd wnioskujemy, że DY = XC.

A

B
C

D

O1

O2

X
Y
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Zadanie 38.

Punkt O jest śro dkiem okręgu opisanego na tró jkącie ABC. Niech M b ędzie śro d-
kiem b oku AC, a D niech b ędzie sp o dkiem wysokości opuszczonej z wierzchołka A

na prostą BC. Prosta DM przecina okrą g opisany na tró jkącie AMO p o raz drugi
w punkcie P . Wykaż, że punkty B;P;O są wsp ółliniowe.

Rozwiązanie: Załóżmy, że punkty A;M;O; P leżą na okręgu w tej kolejności. W dru-
gim przypadku rozumujemy p o dobnie.

Zacho dzą równości
<)AOP = <)AMP = <)AMD;

a skoro punkt M jest śro dkiem przeciwprostokątnej tró jkąta prostokątnego CAD,
to jest też śro dkiem okręgu opisanego na tym tró jkącie. Zatem

<)AMD = 2<)ACD;

więc
<)AOP = 2<)ACD = 2<)ACB = <)AOB:

W rezultacie punkt P leży na prostej BO.

A

B
C

D

O

M

P
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