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Obéz Naukowy Olimpiady Matematycznej Junioréw (poziom OM) przeprowadzono
w dniach 8-15 czerwca 2025 r. w Domu Rekolekcyjno-Konferencyjnym , Wieczernik”
w Swietej Katarzynie (woj. §wietokrzyskie). Do udziatu w Obozie zakwalifikowano
uczniéw z klas 7-8 szkol podstawowych z najlepszymi wynikami w XX OMJ.

Kazdego dnia uczestnicy Obozu rozwigzywali zadania w formule konkursowej, pra-
cujac zaréwno indywidualnie, jak i w grupach. Popoltudnia i wieczory po$wiecone
byly na wyklady i zajecia warsztatowe. W czwartek odbyt sie spacer do Swietokrzy-
skiego Parku Narodowego, a w sobote przeprowadzony zostal mecz matematyczny.

W niniejszym opracowaniu zebrane sg zadania konkursowe wraz z rozwigzaniami.
Zachecamy do wykorzystania tych materialéw zwtlaszcza w przygotowaniach do star-
téw w kolejnych edycjach Olimpiady Matematycznej dla szkét ponadpodstawowych.

Trudno$¢ niektérych zadan, z ktorymi mierzyli sie uczestnicy Obozu, przewyzsza
zdecydowanie poziom zawodéw finalowych OMJ. Wychodzac (niekiedy wyraznie)
poza program merytoryczny Olimpiady, staraliSmy sie wskazal niektére podstawo-
we narzedzia przydatne na poziomie miedzynarodowych zawodéw matematycznych
rozgrywanych na poziomie juniorskim (obejmujacych takze uczniéw szkét srednich)
oraz na zawodach pierwszego i drugiego stopnia Olimpiady Matematyczne;j.

Mitej lektury!
Kadra Obozu

Uczniowie: Tymoteusz Barcicki, Dawid Bocigga, Zuzanna Czubifiska, Antoni
Glinka, Karol Kaczmarek, Mikotaj Kasprowicz, Wojciech Klich, Antoni Literski,
Patryk Niewczas, Konstanty Opas, Krzysztof Pietruszka, Mateusz Pszona,
Adam Rowinski, Mateusz Rybka, Piotr Stabicki, Rafal Sobolewski, Michat Szczurek,
Piotr Swiderski, Viktoryia Viarenich, Krzysztof Witkowski

Kadra: Pawet Dziuba (kierownik), Bartosz Glowacki, Kosma Kasprzak, Arkadiusz
Mecel, Witold Sikora



Prace uczestnikéw Obozu oceniane byly w skali olimpijskiej 0, 2, 5, 6. Rozktad ocen
przyznanych za rozwigzania zadan przedstawiony jest w ponizszej tabeli.

’ ‘6p.‘5p.‘2p.‘0p.‘

12 3 2

1 7 4

6 0 0 14

13 2 3 2
0 0 19

2 0 5 13

10 1 1 8

9 5 1

8 0 0 12

8 0 0 12

1 4 3 12

5 0 1 14

6 1 3 10

1 0 1 18

7 0 5 8

0 0 0 20

16 1 0

14 1 1

1 0 1 18

9 0 1 10

1 1 3 15

16 1 0

14 1 1

9 0 1 10
0 1 18

1 1 3 15




Znajdz wszystkie dodatnie liczby calkowite n spelniajace nastepujace wtasnosci:
n ma co najmniej 3 dodatnie dzielniki, z ktérych najmniejsze to 1 < d; < dy oraz

n=d:+ds.

Znajdz wszystkie rzeczywiste rozwigzania ukladu réwnan

a®+2a=0b
>+2b=c¢

2+2c=a

Dany jest trojkat prostokatny ABC o kacie prostym w wierzchotku C. Okrag wpi-
sany w tréjkat ABC jest styczny do boku BC w punkcie K. Wykaz, ze cieciwa tego
okregu zawarta w prostej AK jest dwa razy dluzsza od wysokosci tréjkata ACK
opuszczonej z wierzchotka C'.

W pewnym sklepie kupi¢ mozna zestaw sktadajacy sie z 1000 kart, na ktérych po
obu stronach napisane sa liczby naturalne od 1 do 2000. Kazda z tych 2000 liczb
wystepuje dokladnie jeden raz na pewnej karcie nalezacej do zestawu. Wszystkie ze-
stawy dostepne w tym sklepie konstruowane sg zgodnie z ta zasada, ale nie wszystkie
zestawy sg identyczne — to znaczy: pary liczb wystepujace na kartach w réznych
zestawach nie musza by¢ identyczne.

Ja$§ kupit w tym sklepie 2 zestawy kart. Wykaz, ze moze roztozyé swoje 2000 kart
w taki sposéb, ze kazda liczba od 1 do 2000 jest widoczna doktadnie na jednej karcie.

W tréjkacie réwnoramiennym ABC, gdzie AC = BC, kat wewnetrzny przy wierz-
chotku C ma miare 20°. Punkty D i F nalezace odpowiednio do bokéw BC i AC sg
spodkami dwusiecznych katéw wewnetrznych tréjkata ABC poprowadzonych odpo-
wiednio z wierzchotkéw A i B. Wykaz, ze punkty D, E oraz Srodek okregu opisanego
na tréjkacie ABC sa wierzchotkami tréjkata réwnobocznego.



Znajdz wszystkie rzeczywiste rozwigzania uktadu réwnan

a?+a—-1=0b
P+b—1=c

+c—1=a

Dane sg dodatnie liczby catkowite m,n, takie ze ich suma m + n jest dzielnikiem
liczby mn. Wykaz, ze m < n? —n.

Znajdz wszystkie liczby rzeczywiste z > % spelniajace

Ve+1l+vVz+3=v2c—-1++2z+ 1.

W tréjkacie ABC punkt L jest spodkiem dwusiecznej kata wewnetrznego BAC
poprowadzonej z wierzchotka A na bok BC. Punkt D jest §rodkiem odcinka AL,
a punkt F jest rzutem prostokatnym punktu D na bok AB. Zalézmy, ze odcinek AC
jest trzy razy dluzszy od odcinka AE. Wykaz, ze tréjkat CLE jest réwnoramienny.

W pewnej tajnej agencji jest 2025 szpiegdw, z ktérych kazdy ma pewng informacje
znang tylko sobie. Co godzine pewien ze szpiegéw dzwoni do innego i przekazuje mu
wszystkie posiadane informacje (ale nie otrzymuje podczas tej rozmowy zadnych
informacji od rozméwcy). Jaka jest najmniejsza mozliwa liczba rozméw potrzebna,
aby wszyscy szpiedzy poznali wszystkie posiadane przez siebie informacje?

Definiujemy ciag liczb catkowitych (a,) w nastepujacy sposéb: liczba a; jest dowolng
liczba catkowita, a majac zdefiniowane liczby a, . .., a,_1 wybieramy a,, jako jedyna
liczbe calkowita z przedziatu [0,n — 1], dla ktérej n|a; +az + ... + an.

Wykaz, ze kazdy taki ciag (an) jest od pewnego momentu staty, czyli dla kazdego
takiego ciagu (a,) istnieje takie N, ze a, przyjmuje identyczne wartosci dlan > N.



Trapez ABCD o podstawach AB i CD jest wpisany w okrag o Srodku w punkcie O.
Z punktu A poprowadzono obie styczne do okregu opisanego na tréjkacie C DO,
a punkty stycznosci oznaczono P i Q. Wykaz, ze okrag opisany na tréjkacie APQ
przechodzi przez §rodek podstawy AB.

Dana jest liczba catkowita n > 3. Na pewnym okregu zaznaczono 2n punktéw, dzie-
lac go na 2n tukéw. Okazalo sig, ze dtugosci tych tukéw przyjmuja tylko trzy rézne
wartosci, przy czym zadne dwa sgsiednie tuki nie sg tej samej dtugosci. Zaznaczone
punkty pokolorowano na przemian na niebiesko i czerwono.

Niebieskim n-katem nazwiemy n-kat o n niebieskich wierzcholtkach, a czerwonym
n-katem nazwiemy n-kat o n czerwonych wierzchotkach. Wykaz, ze niebieski n-kat
i czerwony n-kat majg réwne pola i obwody.

Dla dodatnich liczb catkowitych z,y spelnione sg warunki

2
{\/:1:2 +2y} > 3 oraz {\/y2 +2:1:} >

Wykaz, ze ¢ = y.

w | N

Uwaga: Dla liczby rzeczywistej a przez {a} oznaczamy cze$é utamkowq a, czyli
{a} = a—k, gdzie k jest najwiekszq liczbg catkowitq spetniajgcqg warunek k < a.

Wykaz, ze wszystkie dodatnie liczby catkowite mozna pokolorowaé na trzy kolory
tak, by dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n wsrdd liczb n,2n,3n wystepowaly
wszystkie trzy kolory.

W pewnej klasie sktadajacej si¢ z n uczniéw funkcjonuje pewna liczba trzyosobowych
kétek naukowych. Kazdy uczen moze naleze¢ do dowolnej liczby kélek, ale zadna
para ucznidéw nie jest jednoczesnie w dwdch réznych kétkach. Wykaz, ze mozemy
wybraé k uczniéw tej klasy tak, by v/2n — 1 < k, i by z zadnego kétka nie wybraé
wszystkich trzech cztonkdw.



Gdy Ja$ widzi nieujemna liczbe catkowita, zwieksza ja o pewna z jej cyfr. Gdy
natomiast Stas widzi nieujemna liczbe catkowita, zmniejsza ja o pewna z jej cyfr.

Na tablicy zapisano pewna dodatnig liczbe catkowita, a nastepnie pozwolono Jasiowi
1 Stasiowi na przemian wykonywac na niej swoje operacje. Wykaz, ze niezaleznie od
tego, ktdre cyfry beda wybieraé, jeden z nich bedzie w pewnym momencie zmuszony,
by napisa¢ na tablicy liczbe, ktéra juz wczesniej sie na niej pojawila.

W kwadracie ABCD zaznaczono punkty E i F' odpowiednio na bokach AB i BC
tak, ze AE = BF. Punkt G jest symetryczny do punktu F wzgledem $rodka boku
AB, a punkt H symetryczny do punktu F wzgledem Srodka boku BC. Wykaz, ze
tréjkaty DEF i BGH maja réwne pola.

Trapez ABC D jest wpisany w okrag o Srodku w punkcie O, a jego ramiona BC'i DA
maja dlugos¢ réwng promieniowi tego okregu. Przez X oznaczmy punkt przeciecia
prostej BD i prostej przechodzacej przez punkt O prostopadlej do prostej AC.
Wykaz, ze tréjkat AX D jest réwnoramienny.

Znajdz wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych z,y spelniajacych

22 + 42 B
2z +3y

Znajdz wszystkie liczby pierwsze p, dla ktérych liczba p? — p + 1 jest szeécianem
liczby catkowite;j.

Na pewnym przyjeciu jest n > 3 uczestnikéw, sposrdd ktorych istniejg takie pary
0s0b, ktore sie znaja i istniejg takie pary osdb, ktdére sie nie znaja. Okazalo sie, ze
niezaleznie od tego jak rozdzielimy uczestnikéw na dwie niepuste i roztaczne grupy,
pewna osoba z pierwszej grupy zna pewng osobe z drugiej. Wykaz, ze mozna wskazaé
taka trojke uczestnikéw A, B, C tego przyjecia, ze A i B sie znaja, B i C sie znaja,
natomiast A i C sie nie znaja.



W wierzcholtkach dziesigciokata foremnego napisano 10 parami réznych liczb catko-
witych. Wykaz, ze istniejg takie cztery kolejne wierzchotki tego dziesigciokata, ze
umieszczone w nich kolejno liczby a, b, ¢, d spelniajg warunek a +d > b+ c.

Wykaz, ze dla dodatnich liczb rzeczywistych z,y prawdziwa jest nieréwnosé

[z -1 ly-1
THy+—— +—— 22
Yy T

Znajdz wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych a, b spelniajacych warunek

ab|a®*" 4 b.

Okregi 01 1 05 przecinaja si¢ w punktach A i B. Punkty X i Y leza odpowiednio na
okregach o0, 1 0; w taki sposdb, ze proste BX oraz BY sa prostopadle. Oznaczmy
przez O Srodek okregu oy, a przez K — rézny od punktu X punkt przeciecia prostej
OX z okregiem 0,. Przez L oznaczmy wreszcie rézny od punktu K punkt przeciecia
prostej KY z okregiem o;. Wykaz, ze punkt X jest Srodkiem tuku AL okregu os.



W rzedzie utozone jest 100 dodatnich liczb catkowitych. Jesli w ciggu tym znajdzie-
my dwie kolejno utozone liczby a,b, przy czym a jest na lewo od b oraz a < b, to
mozemy wykonaé operacje polegajacg na podwojeniu obu tych liczb i zamianie ich
miejscami. Wykaz, ze mozemy wykona¢ tylko skonczenie wiele takich operacji.

Tysiac uczniéw pewnej szkoly pojechato na wycieczke. Na miejsce wycieczki zawiozto
ich 11 buséw, a z powrotem odwiozto ich 10 buséw. Kazdy z tysigca uczniéw jechatl
1 wracal w jednym z buséw. Wykaz, ze pewien uczen jechal na miejsce wycieczki
w mniej licznej grupie niz grupa, w ktérej wracatl.

Jas i Stas bawig sie duzym kawalkiem plasteliny. Na przemian, zaczynajac od Jasia,
wykonuja oni nastepujgce ruchy: Jas bierze ktorys z istniejacych kawatkéw plasteliny
1 dzieli go na trzy czeSci w dowolny sposdb. Stas natomiast wybiera dowolne dwa
kawatki i skleja je w jeden. Celem Jasia jest, zeby w pewnym momencie istnialo
co najmniej 100 kawalkéw plasteliny o réwnej masie. Czy moze on, niezaleznie od
ruchéw Stasia, osiggnal ten cel?

Cgzy istnieje taki nieskonczony podzbidr zbioru dodatnich liczb catkowitych, ze suma
dowolnych skoficzenie wielu jego elementéw nie jest postaci a®, dla zadnych liczb
catkowitych a,b > 17

Wykaz, ze dla dowolnych parami réznych dodatnich liczb catkowitych a, b, ¢ zachodzi

a+b+c

NWD (ab+ 1,bc+ 1,ca + 1) < 3

Znajdz wszystkie liczby calkowite n > 1 spelniajace nastepujacy warunek: dla do-
wolnej liczby pierwszej p dzielacej n liczba n + p jest kwadratem liczby catkowite;.
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Dane sg nieskonczone zbiory A i B dodatnich liczb catkowitych. Czy mozliwe jest,
ze wszystkie liczby, ktére mozna przedstawi¢ jako iloczyn a - b, dla a € A oraz
b € B, to doktadnie wszystkie wigksze od 2025 liczby postaci n™, dla pewnych liczb
catkowitych n,m > 17

Dane sa dodatnie liczby rzeczywiste a, b, ¢, takie ze a + b + ¢ = 3. Wykaz, ze

a+b+c>1+1+1
b+1 ¢c+1 a+17a+1 b+1 c+1

Dodatnie liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniajg réwnosé
P+ +d =4

Wykaz, ze suma dwdch sposrdd liczb a, b, ¢, d nie przekracza 2.

Wielokat, ktorego wszystkie wierzchotki majg obie wspdirzedne catkowite, nazwie-
my kanciatym, jesli kazdy jego bok jest réwnolegly do jednej z dwdch osi uktadu
wspOlrzednych. Ile osi symetrii moze mie¢ kanciaty wielokat? Wskaz (i uzasadnij)
wszystkie mozliwe odpowiedzi.

Okregi 07 i 05 0 §rodkach odpowiednio w punktach O; i O, przecinaja sie¢ w punktach
A1 B. Prosta O, B przecina okrag o, po raz drugi w punkcie C, a prosta O, A przecina
okrag o; po raz drugi w punkcie D. Przez X oznaczamy drugi punkt przeciecia
prostej AC z okregiem o;, a przez Y oznaczamy drugi punkt przeciecia prostej BD
z okregiem o,. Wykaz, ze CX = DY.

Punkt O jest érodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC. Niech M bedzie érod-
kiem boku AC, a D niech bedzie spodkiem wysoko$ci opuszczonej z wierzchotka A
na prostag BC. Prosta DM przecina okrag opisany na tréjkacie AMO po raz drugi
w punkcie P. Wykaz, ze punkty B, P, O sg wspétliniowe.

11



Znajdz wszystkie dodatnie liczby calkowite n spelniajace nastepujgce wtasnosci:
n ma co najmniej 3 dodatnie dzielniki, z ktérych najmniejsze to 1 < d; < dy oraz

n=d2+ds.

Rozwigzanie: Zaldézmy ze liczba n spelnia wlasnos¢ opisang w tresci zadania. Za-
uwazmy najpierw, ze n jest liczbg parzysta. Istotnie, gdyby byta to liczba niepa-
rzysta, to liczby d; i dy réwniez bylyby nieparzyste jako dzielniki n. Wtedy jednak
liczba n = d? + d3 bylaby parzysta jako suma dwdch liczb nieparzystych.

Skoro wiec 2| n, to d; = 2. Stad d3 = n — 22 jest liczbg parzysta jako réznica dwéch
liczb parzystych. Wnioskujemy stad, ze takze liczba d, jest parzysta.

W rezultacie uzyskujemy 8 | d3, wiec 4|4 +d3 = n. Skoro wiemy jusz, ze liczba d; jest
parzysta, to otrzymujemy d, = 4. Mozemy stad wywnioskowaé, ze n = 22 4+ 4% = 68.
Nietrudno sprawdzi¢, ze dla n = 68 warunek zadania jest faktycznie spelniony.
Zatem jedynym rozwigzaniem jest wtasnie 68.

Znajdsz wszystkie rzeczywiste rozwigzania ukladu réwnan

a’+2a=0»
+2b=c

A +2c=a

Rozwigzanie: Dodajac 1 do stron kazdej z trzech réwnosci i korzystajac ze wzoru
na kwadrat sumy, otrzymujemy

(a+1)2=b+1
(b+1)2=c+1
(c+1)2=a+1

Zatem
a+1l=(c+1)?=0b+1*=(a+1)>%
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Jesli zatem podstawimy = = a + 1, otrzymamy z® = z, czyli z(z” — 1) = 0. Zatem
z=0lubz=1,czylia=—-11luba=0.

Podstawiajac a = —1 do wyjéciowego ukladu réwnani uzyskujemy b = a’® 4+ 2a = —1
i c=1b%+2b= —1. Podobnie dla a = 0 otrzymujemy tréjke (a,b,c) = (0,0,0). Nie-
trudno sprawdzié, ze obie tréjki (—1,—1,—1) i (0,0,0) faktycznie spelniajg zadany
uklad. Zatem sa to wszystkie jego rozwiazania.

Dany jest trojkat prostokatny ABC o kacie prostym w wierzchotku C. Okrag wpi-
sany w trojkat ABC jest styczny do boku BC w punkcie K. Wykaz, ze cieciwa tego
okregu zawarta w prostej AK jest dwa razy dluzsza od wysokosci tréjkata ACK
opuszczonej z wierzchotka C'.

Rozungzanie: Oznaczmy przez X rzut punktu C na prostg AK, przez I — Srodek
okregu wpisanego w tréjkat ABC, a przez M — rzut punktu I na prostg AK.
Zauwazmy, ze punkt M jest Srodkiem cieciwy rozwazanej w treSci zadania, wiec
teza sprowadza sie do uzasadnienia réwnosci CX = KM.

Poniewaz
JCXK =90° = {KMI,
wiec réwniez
IKCX =90° — JCKX = SMKI.
Skoro prosta CI jest dwusieczng kata prostego ACB, to

90°

JICK = = 45°.

W rezultacie trojkat C K1 jest prostokatny i réwnoramienny, czyli CK = KI. Zatem
na podstawie cechy kat-bok-kat mozemy stwierdzi¢, ze tréjkaty CXK i KMI sa
przystajace. Stad CX = KM, co chcieliémy udowodnic.

A
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W pewnym sklepie kupi¢ mozna zestaw sktadajacy sie z 1000 kart, na ktérych po
obu stronach napisane sg liczby naturalne od 1 do 2000. Kazda z tych 2000 liczb
wystepuje doktadnie jeden raz na pewnej karcie nalezacej do zestawu. Wszystkie ze-
stawy dostepne w tym sklepie konstruowane sa zgodnie z t3 zasada, ale nie wszystkie
zestawy sg identyczne — to znaczy: pary liczb wystepujace na kartach w réznych
zestawach nie musza by¢ identyczne.

Jas kupit w tym sklepie 2 zestawy kart. Wykaz, ze moze rozlozy¢ swoje 2000 kart
w taki sposdb, ze kazda liczba od 1 do 2000 jest widoczna dokladnie na jednej karcie.

Rozungzanie: Wérdd kart Jasia kazda liczba od 1 do 2000 pojawia sie doktadnie dwa
razy. Niech Ja§ wezmie dowolng karte i niech liczby na jej stronach to a; i a;. Liczba
as pojawia sie na dokladnie jednej innej karcie — niech az bedzie liczbg z drugiej
strony tej karty. Ja$ bierze réwniez te karte i postepuje tak dalej: po zabraniu &
kart z parami, na ktérych wystepujg pary (a1, az2),(az,as),..., (ak, ax+1), Znajduje
wsréd jeszcze nieobranych kart karte zawierajaca a1 (jesli taka istnieje) i oznacza
liczbe z jej drugiej strony jako ax2.

Poniewaz kart jest skonczenie wiele, ten proces musi si¢ kiedy$ zatrzymac. Moze sig
to zdarzy¢ tylko wtedy, gdy po zabraniu k-tej karty liczba ax41 nie wystepuje juz
na zadnej pozostatej karcie, czyli gdy axi1 jest jedna z liczb a1, as,...,ar. Jednak
kazda z liczb as, . . ., ar wystepuje juz na dwdch zabranych kartach (jako prawa liczba
w jednej parze i lewa w nastepnej), zatem jedyna mozliwoscig jest, ze axt+1 = ai.
OtrzymaliSmy zbidr kart z parami liczb

(al1 a2); (a2> 0,3), RN} (akfla ak)) (a’k1 al))

ktéry nazwiemy cyklem. Na tych k kartach pojawiaja sie tylko liczby ai,as,...,ak,
kazda dokladnie dwa razy. Jesli teraz kazda karte z parg liczb (a;,ai+1) obrécimy
na strone z a;, to kazda z liczb aq, ..., ax jest widoczna na doktadnie jednej karcie.

Po odlozeniu tego cyklu pozostate karty nadal majg wtasnos¢: ,kazda liczba pojawia
sie dokladnie dwa razy”, wiec mozemy powtarzal proces az rozlozymy wszystkie
karty na roztaczne cykle i obrécimy je w opisany sposéb. W efekcie kazda liczba od
1 do 2000 bedzie widoczna doktadnie na jednej karcie.

Uwaga: Powyzszy problem mozna zinterpretowaé w jezyku grafow. Jako wierz-
chotkr grafu przyymiemy liczby 1,...,2000, ¢ dla kazdej karty tgczymy krawedzig
dwie liczby na niej napisane. Wtedy z kazdego wierzchotka wychodzg doktadnie
dwie krawedzie. Graf ten sktada sie wowczas z pewnej liczby roztgcznych cykls.
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W tréjkacie réwnoramiennym ABC, gdzie AC = BC, kat wewnetrzny przy wierz-
chotku C ma miare 20°. Punkty D i F nalezace odpowiednio do bokéw BC i AC sg
spodkami dwusiecznych katéw wewnetrznych tréjkata ABC poprowadzonych odpo-
wiednio z wierzchotkéw A i B. Wykaz, ze punkty D, E oraz Srodek okregu opisanego
na tréojkacie ABC sa wierzchotkami tréjkata réwnobocznego.

Rozwigzanie: Zauwazmy od razu, ze

180° — 20°
ﬁABC - <IBAC - f - 800.

Z symetrii tréjkata ABC wzgledem symetralnej odcinka AB wnioskujemy, ze punkt D
jest symetryczny do punktu F wzgledem tej symetralnej. Stad proste DE i AB sg
réwnoleglte. Mozemy zatem zapisa¢ réwnosci

80°
= 40°.

{BED = YABE = {EBD =
Whioskujemy stad, ze tréjkat BED jest réwnoramienny i BD = DE. 7 symetrii
calej konfiguracji uzyskujemy zatem AF = ED = DB.

Niech O bedzie takim punktem, ze tréjkat DEO jest réwnoboczny, przy czym wy-
bieramy punkt O po tej samej stronie prostej DE, po ktorej znajduje sie punkt C.

Zauwazmy, ze

c

AE =ED = DB = EO = DO,
wiec tréjkat AEO jest rownoramienny. Co wiecej
JAEO = YAED + YDEO = 100° + 60° = 160°,

wiec
180° — 160°
JCAO = JEAO = — = 10°.

Wiemy, ze punkt O lezy na symetralnej odcinka DE, czyli
takze na dwusiecznej kata ACB. Zatem JACO = 10°. Stad
tréjkat AOC jest réwnoramienny i AO = CO.

Analogicznie otrzymujemy BO = CO, wiec punkt O jest
srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC. Z definicji
punktu O wiemy, ze punkty D, E, O tworza tréjkat réwno-
boczny, co konczy dowdd.
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Znajdz wszystkie rzeczywiste rozwigzania uktadu réwnan
a®*+a—-1=b
+b—1=c

+c—1=a

Rozungzanie: Dodajac strony wszystkich réwnosci, dostajemy

a?+ b +cf+a+b+c—3=a+b+c, czyli a®+0b2+c? =3.

Dodajac 1 do stron wyj$ciowych réwnan otrzymamy natomiast uktad réwnan
ala+1)=b+1
bb+1)=c+1
clc+1l)=a+1
Mnozac strony powyzszych réwnosci, dostajemy
abc(a+1)(b+1)(c+1)=(a+1)(b+ 1)(c+1). (%)
Zauwazmy, ze jeslia = —1,tob=a?+a—1 = —1 i podobnie c = —1. Analogicznie,
jesli ktérakolwiek z liczb a, b, c wynosi —1, to (a,b,¢) = (-1, —-1,-1).

Zalézmy zatem, ze zadna z liczb a, b, ¢ nie jest réwna —1. Wtedy mozemy podzielié
réwnos¢ (*) stronami przez niezerowg liczbe (a+1)(b+1)(c+1), otrzymujac abec = 1.

Tymczasem z nieréwnosci miedzy Srednig arytmetyczna i geometryczng mamy
2 p2 4 2
a‘+b +c 3
1= — 3 > Va2b3c? =1,
wiec musi zachodzi¢ réwnoéé a? = b = c?. Niech k = a? = b® = 2. Z wyjsciowego
uktadu réwnan otrzymujemy réwnosci

b—a=c—-b=a—-c=k—-1.

Pierwsze trzy z powyzszych liczb sg zatem réwne, a ich suma wynosi 0, wiec kazda
z nich musi by¢ réwna 0, skad mamy a = b = c. Zatem a®> + a — 1 = a, czyli a® = 1,
a skoro w tym przypadku zaktadamy a # —1 to a = 1. Podobnie b =c = 1.

W ten sposéb wykazaliSmy, ze (a,b,c) jest jedng z tréjek (—1,—1,-1) 1 (1,1,1).
Latwo sprawdzi¢, ze obie faktycznie spelniaja zadany uktad réwnan.
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Dane sg dodatnie liczby catkowite m,n, takie ze ich suma m + n jest dzielnikiem
liczby mn. Wykaz, ze m < n? —n.

Rozwigzanie: Skoro m + n|mn, to

m+n|(m+n)n —mn = n?

wiec m +n < n?, czylim < n? —n.

Znajdz wszystkie liczby rzeczywiste z > % spelniajace

Ve+1l+vVz+3=v2c—1+ 2z + 1.

Rozwigzanie: Sposéb I: Zauwazmy, ze

1 Ve +3—-yz+1 Jz+3-z+1
Ve+3+vz+1 (z+3)—(z+1) 2 ’
1 podobnie
1 2z +1-+2z -1
V2z+14++2z2—-1 2 ’
wiec

Vz+3—Vz+1=v2c+1—+2z 1.

Dodajac powyzsza rownos¢ do wyjSciowej rownosci, uzyskujemy

2\/:c—+-3:2\/2:r+1,

czyliz +3 =2z + 112z = 2. Latwo sprawdzié, ze dla 2 = 2 wyjsciowa réwnosé
z tresci zadania faktycznie zachodzi — jest to zatem jedyne rozwiazanie.

Sposéb II: Zapiszmy réwnos¢ jako

Ve+l-+2z+1=+22-1-Vz+3
1 podnieSmy obie strony do kwadratu, otrzymujac

+1)—2/(z+ D2z +1)+ 2z +1) = (z+3) -2/ (z + 3)(2z — 1) + (2z — 1),
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czyli

3z+2-2¢/(z+1)(2x+1) =3z+2—2+/(z+3)(2z — 1),

(z+1)(2z +1) = (z + 3)(2z — 1).
Stad otrzymujemy 2z% 4+ 3z + 1 = 222 4+ 5z — 3, czyli z = 2. Sprawdzamy, ze jest to
rozwiazanie wyj$ciowego réwnania.

a zatem

W tréjkacie ABC punkt L jest spodkiem dwusiecznej kata wewnetrznego BAC
poprowadzonej z wierzchotka A na bok BC. Punkt D jest §rodkiem odcinka AL,
a punkt F jest rzutem prostokatnym punktu D na bok AB. Zalézmy, ze odcinek AC
jest trzy razy dluzszy od odcinka AE. Wykaz, ze tréjkat CLE jest rownoramienny.

Rozungzanie: Oznaczmy przez F' i X odpowiednio rzuty punktéw D i L na bok AC.
Wtedy punkt F' jest symetryczny do punktu F wzgledem dwusiecznej kata BAC,
wiec AE = AF. Zatem z zatozenia AC = 3AF.

Zauwazmy réwniez, ze odcinek DF jest linig Srodkowa w tréjkacie ALX, skad otrzy-
mujemy AX = 2AF. Zatem punkt X jest §rodkiem odcinka C'F. Stad w tréjkacie
CLF wysoko§c¢ i srodkowa poprowadzone z punktu L pokrywaja sie. Zatem tréjkat
ten jest réwnoramienny, skad LC = LF'.

Skoro jednak punkty E i F sg symetryczne wzgledem prostej AL, to LE = LF.
Zatem LC = LE i tréjkat CLE jest réwnoramienny.

A
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W pewnej tajnej agencji jest 2025 szpiegéw, z ktérych kazdy ma pewng informacje
znang tylko sobie. Co godzine pewien ze szpiegdw dzwoni do innego i przekazuje mu
wszystkie posiadane informacje (ale nie otrzymuje podczas tej rozmowy zadnych
informacji od rozméwcy). Jaka jest najmniejsza mozliwa liczba rozméw potrzebna,
aby wszyscy szpiedzy poznali wszystkie posiadane przez siebie informacje?

Rozungzanie: Najmniejsza mozliwa liczba rozméw wynosi 4048.

Zauwazmy najpierw, ze po 4048 rozmowach szpiedzy moga posias¢ wszystkie infor-
macje. Wybierzmy dowolnego szpiega A. Najpierw kazdy z pozostatych 2024 szpie-
géw dzwoni do A i przekazuje mu swojg informacje (2024 rozmowy), a nastepnie A
oddzwania do wszystkich i przekazuje komplet informacji (kolejne 2024 rozmowy).

Wykazemy teraz, ze potrzebne jest istotnie wykonanie 4048 rozmoéw. Rozwazmy
pierwszy moment, w ktérym jakis szpieg — nazwijmy go B — zna wszystkie cu-
dze informacje (a wiec ma komplet 2025 informacji tgcznie ze swojg). Do tej chwili
kazdy z pozostatych 2024 szpiegdw musiat cho¢ raz zadzwoni¢, bo inaczej jego wta-
sna informacja nie opuscitaby go i B nie moglby jej znaé. Stad do tego momentu
wykonano co najmniej 2024 rozmowy.

Po tej chwili nikt poza B nie zna jeszcze kompletu informacji, wiec aby kazdy zdobyt
peten zestaw, kazdy z pozostalych 2024 szpiegdw musi co najmniej raz odebraé
rozmowe od kogo$, kto juz zna komplet (najpierw od B, potem ewentualnie od
nastepnych). Jedna rozmowa uzupelinia wiedze tylko jednego odbiorcy, wiec potrzeba
co najmniej 2024 kolejnych rozmoéw. Widzimy zatem, ze lacznie potrzebne jest co
najmniej 4048 rozmow.

Definiujemy ciag liczb catkowitych (a,) w nastepujacy sposéb: liczba a; jest dowolng
liczbg catkowita, a majac zdefiniowane liczby a4, ..., a,_1 wybieramy a, jako jedyna
liczbe catkowita z przedziatu [0,n — 1], dla ktérej n|a; +az + ... + ay.

Wykaz, ze kazdy taki ciag (an) jest od pewnego momentu staty, czyli dla kazdego
takiego ciggu (a,) istnieje takie N, ze a,, przyjmuje identyczne wartosci dlan > N.

Rozwigzanie: Wykazemy najpierw, ze jesli dla pewnego ¢ spelniony jest warunek

a1+.t.+ai <

X %

0<
1

to ciag (an) jest staly od indeksu n > 1+ 1.
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Istotnie, oznaczmy powyzszy iloraz przez k. Z zalozenia zadania jest to liczba cal-
kowita, a dodatkowo zakladamy, ze 0 < k < 2. Udowodnimy teraz przez indukcje ze
wzgledu na n, ze a, = k dlan > 1.

Krok bazowy indukcji, czyli przypadek n =z + 1, wynika tego, ze
1+ 1+ 1)k=a1+...+a;+k

oraz 0 < k < e

Krok indukcyjny przebiega podobnie: jesli liczby a;y1,ait2,...,a, sa réwne k, to
n+l|(n+1l)k=a+...4a, +k.
To konczy dowdd stwierdzenia z poczatku rozwigzania.

Pozostaje wykazac, ze istnieje n, takie ze

ogal_'_"r'lﬂgn. (%)

Pierwsza nieréwno$¢ moze nie by¢ spelniona tylko, gdy a; < 0. Wtedy jednak nie
bedzie ona spelniona dla n > |a;|, poniewaz dla takich n mamy

nla;+...+an oraz a+...+a, > —-n.

Stad a; +...+a, > 0.

Do uzasadnienia drugiej nieréwnosci zauwazmy, ze

nin—1
a1+a2+...+an<a1+1+2+...+(n—1):a1+%,

ktéra to liczba jest mniejsza od n?, o ile zachodzi warunek
n? > 2a1.

Zatem dla dowolnej liczby n wigkszej od max (|a1|, \/2|a1|) zachodzi ().

Trapez ABC D o podstawach AB i C'D jest wpisany w okrag o §rodku w punkcie O.
Z punktu A poprowadzono obie styczne do okregu opisanego na tréjkacie C DO,
a punkty stycznosci oznaczono P i Q). Wykaz, ze okrag opisany na tréjkacie APQ
przechodzi przez $rodek podstawy AB.
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Rozwigzanie: Oznaczmy $rodek okregu opisanego na tréjkacie C DO przez O'. Skoro
proste AP i AQ sa styczne do okregu o érodku w O’, to JAPO' = JAQO' = 90°
Wynika stad, ze punkty A, P, Q, O’ leza na okregu o $rednicy AO’.

Skoro trapez ABC D jest wpisany w okrag, to jest symetryczny wzgledem symetral-
nej podstawy AB, a punkt O lezy na tej symetralnej. Zatem lezy na niej réowniez
punkt O'. Jesli punkt M jest srodkiem odcinka AB, to AMO' = 90°. Zatem piatka
punktéw A, P,Q, M, O’ lezy na jednym okregu, co koniczy dowdd.

Dana jest liczba catkowita n > 3. Na pewnym okregu zaznaczono 2n punktdw, dzie-
lac go na 2n tukéw. Okazalo sie, ze dlugosci tych tukéw przyjmuja tylko trzy rézne
wartosci, przy czym zadne dwa sasiednie tuki nie sg tej samej dlugosci. Zaznaczone
punkty pokolorowano na przemian na niebiesko i czerwono.

Niebieskim n-katem nazwiemy n-kat o n niebieskich wierzchotkach, a czerwonym
n-katem nazwiemy n-kat o n czerwonych wierzchotkach. Wykaz, ze niebieski n-kat
1 czerwony n-kat majg réwne pola i obwody.

Rozwigzanie: Oznaczmy trzy mozliwe dlugosci tukdéw przez a, b, ¢ i przyjmijmy, ze
wystepuja one na okregu odpowiednio z,y, z razy. Czerwone punkty dziela okrag
na n tukow, ktére z zalozenia majg dtugos¢ a + b, b+ c lub a + c. Wérdd tych n
hukéw, tych o dtugosciach b+ c i a + ¢ jest tacznie 2z, wiec tych o dlugosciach a + b
jest n — z. Analogicznie, tukéw o dtugosciach b+ c jest n — z, a tukdw o dlugosciach
a+cjestn—y.
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Te same obserwacje mozemy sformutowaé na temat tukéw miedzy niebieskimi punk-
tami. Cieciwy oparte na tukach tej samej dtugosci sg réwniez tej samej dtugosci, wiec
czerwony i niebieski n-kat majg boki tej samej dtugosci, tylko by¢ moze w innej ko-
lejnoéci. Maja zatem réwne obwody.

Oznaczmy czerwone wierzchotki kolejno Ay, A,, ..., A,, a niebieskie By, Bs, ..., By.
Srodek okregu oznaczmy przez O. Podobnie jak wczeéniej stwierdzamy, ze tréjka-
ty A1A,0, A3 A30, ..., A, A0 przystaja w pewnej kolejnosci do tréjkatéw B; B>O,
B,;B30,..., B,B,0. Sumy pdl tych n-tek tréjkatow to pole odpowiednio czerwo-
nego i niebieskiego n-kata, pola tych n-katéw sa rowne.

Dla dodatnich liczb catkowitych z,y spelnione sg warunki

2
{\/:cz +2y} > 3 oraz {\/y2 +2z} >

Wykaz, ze ¢ = y.

w| N

Uwaga: Dla liczby rzeczywistej a przez {a} oznaczamy czesé¢ utamkowag a, czyli
{a} = a—k, gdzie k jest najwiekszq liczbg catkowitq spetniajaca warunek k < a.

Rozwigzanie: Zaldzmy nie wprost, ze teza nie zachodzi i przyjmijmy bez straty
ogélnosci, ze z > y. Wtedy z2 + 2y > 22 wiec 1/22 + 2y > z, gdyz z jest dodatnia
liczba calkowita. Stad tez, a takze z nieréwnosci zapisanych w zatozeniach zadania,
uzyskujemy +/z2 + 2y >z + % Zatem

2\° 2 4 2
m2+2y><x+3> =z +2 - x4+ = czyli y>g:c.

3 9’
Z drugiej strony korzystajac z zalozenia z > y wnioskujemy, ze
v +2z >y +2y+2> (y+1)3

wiec z zalozen zadania mamy +/y2 +2z >y + 1+ % Uzyskujemy zatem

5 25 5
y2+2$>y2+2~7y+§, czyli :1:>§y.

3
Wtedy jednak
S 2 S 2 5 10 S
Ces> 2.ty =—
y>3 3 3Y=9Y~>Y

wiec uzyskujemy sprzecznosé, ktéra koiczy dowdd.
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Wykaz, ze wszystkie dodatnie liczby catkowite mozna pokolorowaé na trzy kolory
tak, by dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n wsrdd liczb n, 2n, 3n wystepowaly
wszystkie trzy kolory.

Rozwigzanie: Dla catkowitej liczby dodatniej n oznaczmy przez vi(n) wyktad-
nik, z jakim liczba 2 wystepuje w rozkladzie liczby n na czynniki pierwsze, a przez
v3(n) oznaczmy wykladnik tréjki w tym rozkladzie. Wprowadzmy réwniez oznacze-
nie f(n) = va(n) — v3(n), i pokolorujmy liczbe n na kolor niebieski, czerwony lub
76ty odpowiednio, gdy liczba f(n) daje reszte 0, 1, i 2 z dzielenia przez 3.

Zauwazmy, ze f(2n) = va(2n) — vs(2n) = f(n) + 1, a f(3n) = f(n) — 1. Zatem
liczby f(n), f(2n), f(3n) sa kolejnymi trzema liczbami catkowitymi. Daja wiec one
w pewnej kolejnosci reszty 0,1,2 z dzielenia przez 3. PrzypisaliSmy wiec liczbom
n,2n, 3n trzy rézne kolory i zadane kolorowanie speilnia warunek zadania.

W pewnej klasie sktadajacej si¢ z n uczniéw funkcjonuje pewna liczba trzyosobowych
kétek naukowych. Kazdy uczen moze naleze¢ do dowolnej liczby kotek, ale zadna
para uczniéw nie jest jednocze$nie w dwodch réznych kétkach. Wykaz, ze mozemy
wybraé k uczniéw tej klasy tak, by v/2n — 1 < k, i by z zadnego kétka nie wybraé
wszystkich trzech cztonkdw.

Rozungzanie: Rozwazmy zbidr k-elementowy A, ktory jest najwiekszym mozliwym
zbiorem uczniéw niezawierajacym kdétka naukowego. Wykazemy, ze k > v/2n — 1.

Rozwazmy dowolnego ucznia z spoza A. Skoro nie mozemy dodac go do A nie tworzac
kétka naukowego, to z musi tworzy¢ kétko naukowe wraz z pewng parg uczniéw z A.

Ale kazda para uczniéw z A moze tworzy¢ kétko tylko z jednym uczniem spoza A.
Zatem liczba par uczniéw z A musi wynosi¢ co najmniej tyle, co liczba uczniéw
nienalezacych do A. Innymi stowy,

\YJ

k k(k
(2> n—k, czyli — +k>n.

Gdyby jednak zachodzilo £ < v/2n — 1, to mielibySmy
k(kz— 1) k= k(k2~|— 1) < \/Zné\/2n o

Uzyskana sprzeczno$¢ dowodzi, ze |A| > v/2n — 1, wigc zbidr ucznidw A speinia
zalozenie zadania.
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Gdy Ja$ widzi nieujemna liczbe catkowita, zwieksza ja o pewna z jej cyfr. Gdy
natomiast Stas widzi nieujemna liczbe catkowita, zmniejsza ja o pewna z jej cyfr.

Na tablicy zapisano pewna dodatnig liczbe catkowita, a nastepnie pozwolono Jasiowi
1 Stasiowi na przemian wykonywac na niej swoje operacje. Wykaz, ze niezaleznie od
tego, ktdre cyfry beda wybieraé, jeden z nich bedzie w pewnym momencie zmuszony,
by napisa¢ na tablicy liczbe, ktéra juz wczesniej sie na niej pojawila.

Rozwigzanie: Przypusémy nie wprost, ze zadna liczba napisana na tablicy nie
powtdrzy sie. Zauwazmy, ze w takim razie zaden z chlopcéw nie wybiera nigdy
cyfry 0 do odjecia lub dodania.

Nietrudno widzie¢, ze liczba na tablicy nigdy nie bedzie ujemna. Sta§ nie moze
zmieni¢ liczby nieujemnej w ujemna, bo dowolna liczba nieujemna jest wieksza lub
réwna od wszystkich swoich cyfr.

Oznaczmy k-tg napisang liczbe na tablicy przez ax, a liczbe cyfr poczatkowej liczby
na tablicy przez n. Skoro (z przyjetego przypuszczenia) powstaje nieskoriczony ciag
réznych liczb nieujemnych, to dla pewnego k£ pojawi si¢ liczba réwna co najmniej
10"+1. Niech k bedzie najmniejsza liczba, dla ktdérej to sie dzieje. Wtedy jednak
liczba ax musiala zosta¢ napisana przez Jasia. Inaczej bowiem juz ax_; liczba bylaby
wieksza od 10"T!. Widzimy tez, ze k > 2 i

Qp_o > ap_1 > ap—9>10""1 —9=099...91.

n

Skoro ay, jest pierwsza liczba na tablicy spelniajacg ar > 10™1?, to ax_o < 10711,
Zatem ay_o jest liczba postaci

99...9z,

——

dla pewnej cyfry z.

Wtedy jednak liczba ax_1 jest rowna albo a;x_>—9, albo ax_»—z. W obu przypadkach
mamy
ak—1 S ax—2—2=99...90,
n
wiec
ar <ap 1+9<99 +19 < 10™*1,
n

Uzyskujemy sprzecznoéé z zalozeniem aj > 10"11. Dowdd jest zakoriczony.
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W kwadracie ABCD zaznaczono punkty F i F' odpowiednio na bokach AB i BC
tak, ze AE = BF. Punkt G jest symetryczny do punktu F' wzgledem §rodka boku
AB, a punkt H symetryczny do punktu F wzgledem Srodka boku BC. Wykaz, ze
tréjkaty DEF i BGH maja rowne pola.

Rozwigzanie: Rozwazmy obrét dookota punktu C o kat prosty. Obraz dowolnego
punktu X przy tym obrocie oznaczaé bedziemy X'.

Nietrudno zauwazy¢, ze H' = F i1 B' = D, oraz ze punkt A’ jest symetryczny do
punktu A wzgledem punktu D. Tréjkaty G'A'D i GAB sa przystajace, skoro jeden
jest obrazem drugiego w rozwazanym obrocie.

Zauwazmy tez, ze tréjkaty GAB oraz DAE sa przystajace. Skoro zatem punkt A’
jest symetryczny do punktu A wzgledem punktu D, to réwniez punkt G’ jest syme-
tryczny do punktu F wzgledem punktu D.

W konsekwencji odcinek F'D jest srodkowag w tréjkacie G'EF, wiec pola tréjkatéw
DG'F i1 DEF sa réwne. Skoro jednak tréjkat DG'F jest obrazem tréjkata BGH
w rozwazanym obrocie, wiec tréjkaty BGH, DG'F oraz DEF maja réwne pola.

G Al D'
D c H
F
A B
G
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Trapez ABC D jest wpisany w okrag o Srodku w punkcie O, a jego ramiona BC'i DA
maja dlugos$¢ réwna promieniowi tego okregu. Przez X oznaczmy punkt przeciecia
prostej BD i prostej przechodzacej przez punkt O prostopadlej do prostej AC.
Wykaz, ze trojkat AX D jest rownoramienny.

Rozwigzanie: Zatézmy, ze punkty B, D, X leza na prostej BD w tej kolejnosci.
W innym przypadku rozumujemy podobnie.

Z zalozenia, trojkaty ADO i BCO sa réwnoboczne. Oznaczmy przez T punkt prze-
ciecia przekatnych AC i BD trapezu ABCD. Mamy

JATD = §ACD + SCDT = = ($AOD + JCOB) =

N =

Zatem JOXD =90° — SATD = 30°.

Uzyskujemy stad réwnosci
AO=AD oraz <JOAD =240XD,

a takze stwierdzamy, ze punkty X i A leza po tej samej stronie prostej OD. Zatem
z twierdzenia o kacie wpisanym i §rodkowym wnioskujemy, ze X lezy na okregu
o §rodku w A i promieniu AO = AD. W rezultacie AX = AD.

X C
N~ D_—=
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Znajdz wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych z,y spelniajacych

22 + 42 iy
2z + 3y

Rozwigzanie: Przeksztalcamy réwnanie do postaci
z? + yz =12z 4 18y,

czyli réwnowaznie
(z—6)% + (y —9)* = 117.

Nietrudno sprawdzi¢, ze jedyny sposéb na przedstawienie 117 jako sumy dwdch
kwadratéw to 62 + 92. Zatem para (z — 6,y — 9) jest albo postaci (+6,+9), al-
bo (£9,+6). Jednak z i y sg liczbami dodatnimi, wigc wykluczamy pary postaci
(—6,+£9), (—9, +6) oraz (6, —9), pozostawiajac w dalszych rozwazaniach jedynie pary
(6,9),(9,6) i (9,—6), odpowiadajace parom (z,y) postaci (12, 18), (15,15) i (15, 3).
Pary te spelniajg wyjsciowe réwnanie, wiec sa to wszystkie jego rozwigzania.

Znajds wszystkie liczby pierwsze p, dla ktérych liczba p? — p + 1 jest szeScianem
liczby caltkowite;j.
Rozwigzanie: Zalézmy, ze liczba p? — p + 1 jest szeécianem, czyli

pp-1)=p"—p=d°—1=(a-1)(a’ +a+1),
dla pewnej liczby catkowitej a > 1. Skoro liczba p jest pierwsza, to

pla—1 lub pla®+a+1.
Pierwszy z tych przypadkéw nie moze mie¢ miejsca. Mieliby§my woéwczas p < a— 1,
wiec
pp-1)<(a-1)(a-2) <ala—1) < (a—1)(@®+a+1),

co przeczy réwnosci p(p — 1) = (a — 1)(a® + a + 1).

Pozostaje rozwazenie przypadku p|a® + a + 1. Z réwnosci

plp—1)=(a—1)(a*+a+1)
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otrzymujemy, ze ponizsze liczby sg catkowite.

p—1 a*+a+1
a—1 P )

Niech k > 0 bedzie liczbg catkowitg réwng powyzszym ilorazom. Zauwazmy, ze
NWD(a — 1,a® + a + 1) = NWD(a — 1, 3),

gdyza?+a+1=1+1+1=3 (mod a—1). Stad k € {1,3}.
Jedlik = 1,t0p = a, wigc a® = a2 —a+1, czyli (a—1)(a%?+1) = 0, co jest niemozliwe

dla a > 1. Pozostaje przypadek, gdy k = 3. Wtedy

2 1 ~1
atatl_5 PTl_g
p a—1

zatem p = 3(a — 1) + 1 = 3a — 2 oraz
a>+a+1=3p=23(3a—2) =9a—6.

Stad
a®>—8a+7=0 = (a—4)3=9 = a=1,

a wiec p = 3a — 2 = 19. Wobec tego jedyna liczba pierwszg spelniajaca warunki
zadania jest liczba 19.

Na pewnym przyjeciu jest n > 3 uczestnikéw, sposréd ktérych istnieja takie pary
0s0b, ktore sie znaja i istniejg takie pary osdb, ktdére sie nie znaja. Okazalo sie, ze
niezaleznie od tego jak rozdzielimy uczestnikéw na dwie niepuste i roztaczne grupy,
pewna osoba z pierwszej grupy zna pewna osobe z drugiej. Wykaz, ze mozna wskazac
taka trojke uczestnikéw A, B, C tego przyjecia, ze A i B sie znaja, B i C sie znaja,
natomiast A i C sie nie znajg.

Rozwigzanie: Niech A bedzie taka osobg, ktéra nie zna ktdregos z uczestnikdéw.
Podzielmy wszystkich obecnych na przyjeciu na dwie niepuste i rozlaczne grupy:
pierwsza — A wraz z jego znajomymi, druga — wszyscy pozostali (sg w niej te
osoby, ktérych A nie zna).

7 zalozenia zapisanego w tresci zadania wynika, ze pomiedzy czlonkami dwéch po-
wyzszych grup zachodzi przynajmniej jedna znajomo$¢. Skoro jednak A nie zna
nikogo z drugiej grupy, to pewien jego znajomy B musi znaé¢ pewnego uczestnika C
z drugiej grupy. Tréjka A, B, C spelnia zatem warunek wymagany w zadaniu.
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W wierzcholtkach dziesigciokata foremnego napisano 10 parami réznych liczb catko-
witych. Wykaz, ze istniejg takie cztery kolejne wierzchotki tego dziesigciokata, ze
umieszczone w nich kolejno liczby a, b, ¢, d spelniajg warunek a +d > b+ c.

Rozungzanie: Oznaczmy liczby w kolejnych wierzchotkach przez aq,as,...,a1q.
Przypusémy nie wprost, ze nieréwno$¢ z zadania nie zachodzi dla zadnych kolejnych
wierzchotkéw, czyli

a; + ai+3 < Git1 + Gita, (¥)

dla wszystkich ¢ = 1,2,...,10, gdzie indeksy traktujemy modulo 10 (na przyktad
dla ¢ = 9 mamy nieréwno$¢ ag + as < a1 + a1). Dodajac strony owych dziesigciu
nieréwnosci, otrzymamy

2(a1-|-a2-|-...-|-a10) §2(a1+a2+...+a10),
czyli réwnosé. Zatem kazda z nieréwnosci (*) musiala by¢ réwnoécia, czyli
Ai+3 — Qi1 = Q342 — Q4.

Stad wszystkie liczby postaci a;5 — a; sa sobie réwne, dla ¢ = 1,2,...,10. Jedli
oznaczymy ich wspdlng warto$¢ przez d, to otrzymamy

0= (a1 —as) + (a3 — as) + (a5 — ar) + (a7 — ag) + (ag — a1) = 5d,

czylid = 0. Zatem a; = ag, co przeczy zalozeniu, ze liczby w wierzchotkach wielokata
Sg parami rézne.

Wykaz, ze dla dodatnich liczb rzeczywistych z,y prawdziwa jest nieréwnoscé

lz -1 ly—1
T+Y+——F+ — = 2.
Y T
Rozwigzanie: Rozpatrzymy trzy przypadki.
Przypadek 1. Jedli z,y > 1, to
z—1 -1
LRI AU

THy+—— +
Yy T
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Przypadek 2. Jedli z,y < 1, to

-1 1-=z
) )

ly — 1]
X

>1—zx oraz >1—y,

wiec
lz -1 ly—1

T+y+ .

+ >z+y+(l—-2z)+(1-y)=2.

Przypadek 3. Jedna z liczb z, y jest wieksza od 1, a druga jest mniejsza od 1. Zatézmy,
bez straty ogélnosci, ze y < 1 < z. Wtedy

1

-1 |y—1 1-
o~ 1] |y|>ac+y+y:<ac+)+
T T

z—1

T

>2

b

przy czym na koncu korzystamy z nieréwnosci

1 —1)2
PO Gl P
i T

prawdziwej dla dowolnej liczby z > 0. We wszystkich przypadkach nieréwnos¢ z tre-
§ci zadania jest zatem spelniona.

Znajdz wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych a, b spelniajacych warunek

ab|a®*" 4+ b.

Rozwigzanie: Zalézmy, ze takie pary liczb istnieja. Oznaczmy iloraz liczb a?°*” +b
oraz ab przez k. Wtedy kab = a7 + b, wiec

a®®" = b (ak — 1).

Zatem ak — 1]|a2?°'7. Liczby te sa jednak wzglednie pierwsze — dowolny dzielnik
pierwszy p|a?°!” spelnia p|a, wiec p|ak, a zatem p { ak — 1. Stad uzyskujemy
ak —1 =1, czyli ak = 2. W rezultacie (a, k) jest jedng z par (1,2) lub (2,1). W obu
przypadkach mozemy wyliczy¢ b z réwnosci

2017
a _ 2017

:ak—l_a

b

otrzymujac pary (a,b) postaci (1,1) i (2,22°17). Bezposrednio sprawdzamy, ze pary
te spelniajg zadana podzielnosé.
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Okregi 07 1 0 przecinaja si¢ w punktach A i B. Punkty X i Y lezg odpowiednio na
okregach o, i 0; w taki sposdb, ze proste BX oraz BY sa prostopadle. Oznaczmy
przez O Srodek okregu oy, a przez K — rézny od punktu X punkt przeciecia prostej
OX z okregi