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Obéz Naukowy Olimpiady Matematycznej Junioréw (poziom OM) przeprowadzono
w dniach 8-15 czerwca 2025 r. w Domu Rekolekcyjno-Konferencyjnym , Wieczernik”
w Swietej Katarzynie (woj. §wietokrzyskie). Do udziatu w Obozie zakwalifikowano
uczniéw z klas 7-8 szkot podstawowych z najlepszymi wynikami w XX OMJ.

Kazdego dnia uczestnicy Obozu rozwigzywali zadania w formule konkursowej, pra-
cujac zaréwno indywidualnie, jak i w grupach. Popotudnia i wieczory poswiecone
bylty na wyklady i zajecia warsztatowe. W czwartek odbyt sie spacer do Swietokrzy-
skiego Parku Narodowego, a w sobote przeprowadzony zostal mecz matematyczny.

W niniejszym opracowaniu zebrane sg zadania konkursowe wraz z rozwigzania-
mi (wkrétce dodamy rozwiazania). Zachecamy do wykorzystania tych materialéw
zwlaszcza w przygotowaniach do startéw w kolejnych edycjach Olimpiady Matema-
tycznej dla szkdét ponadpodstawowych.

Trudno$¢ niektérych zadan, z ktérymi mierzyli sie uczestnicy Obozu, przewyzsza
zdecydowanie poziom zawodéw finalowych OMJ. Wychodzac (niekiedy wyraznie)
poza program merytoryczny Olimpiady, staraliSmy sie wskazaé niektére podstawo-
we narzedzia przydatne na poziomie miedzynarodowych zawodéw matematycznych
rozgrywanych na poziomie juniorskim (obejmujacych takze uczniéw szkdt srednich)
oraz na zawodach pierwszego i drugiego stopnia Olimpiady Matematyczne;j.

Milej lektury!
Kadra Obozu

Uczniowie: Tymoteusz Barcicki, Dawid Bociaga, Zuzanna Czubinska, Antoni
Glinka, Karol Kaczmarek, Mikotaj Kasprowicz, Wojciech Klich, Antoni Literski,
Patryk Niewczas, Konstanty Opas, Krzysztof Pietruszka, Mateusz Pszona,
Adam Rowinski, Mateusz Rybka, Piotr Stabicki, Rafal Sobolewski, Michal Szczurek,
Piotr Swiderski, Viktoryia Viarenich, Krzysztof Witkowski

Kadra: Pawet Dziuba (kierownik), Bartosz Glowacki, Kosma Kasprzak, Arkadiusz
Mecel, Witold Sikora



Prace uczestnikéw Obozu oceniane byly w skali olimpijskiej 0, 2, 5, 6. Rozktad ocen
przyznanych za rozwigzania zadan przedstawiony jest w ponizszej tabeli.

’ ‘6p.‘5p.‘2p.‘0p.‘

12 3 2

1 7 4

6 0 0 14

13 2 3 2
0 0 19

2 0 5 13

10 1 1 8

9 5 1

8 0 0 12

8 0 0 12

1 4 3 12

5 0 1 14

6 1 3 10

1 0 1 18

7 0 5 8

0 0 0 20

16 1 0

14 1 1

9 0 1 10

1 0 1 18

1 1 3 15

16 1 0

14 1 1

9 0 1 10
0 1 18

1 1 3 15




Znajdz wszystkie dodatnie liczby calkowite n spelniajace nastepujace wtasnosci:
n ma co najmniej 3 dodatnie dzielniki, z ktérych najmniejsze to 1 < d; < dy oraz

n=d:+ds.

Znajdz wszystkie rzeczywiste rozwigzania ukladu réwnan

a®+2a=05b
>+2b=c

2+2c=a

Dany jest tréjkat prostokatny ABC o kacie prostym w wierzchotku C. Okrag wpi-
sany w tréjkat ABC jest styczny do boku BC w punkcie K. Wykaz, ze cieciwa tego
okregu zawarta w prostej AK jest dwa razy dluzsza od wysokosci tréjkata ACK
opuszczonej z wierzchotka C'.

W pewnym sklepie kupi¢ mozna zestaw sktadajacy sie z 1000 kart, na ktérych po
obu stronach napisane sa liczby naturalne od 1 do 2000. Kazda z tych 2000 liczb
wystepuje dokladnie jeden raz na pewnej karcie nalezacej do zestawu. Wszystkie ze-
stawy dostepne w tym sklepie konstruowane sg zgodnie z ta zasada, ale nie wszystkie
zestawy sg identyczne — to znaczy: pary liczb wystepujace na kartach w réznych
zestawach nie musza by¢ identyczne.

Ja$§ kupit w tym sklepie 2 zestawy kart. Wykaz, ze moze roztozyé swoje 2000 kart
w taki sposéb, ze kazda liczba od 1 do 2000 jest widoczna doktadnie na jednej karcie.

W tréjkacie réwnoramiennym ABC, gdzie AC = BC, kat wewnetrzny przy wierz-
chotku C ma miare 20°. Punkty D i F nalezace odpowiednio do bokéw BC i AC sg
spodkami dwusiecznych katéw wewnetrznych tréjkata ABC poprowadzonych odpo-
wiednio z wierzchotkéw A i B. Wykaz, ze punkty D, E oraz Srodek okregu opisanego
na tréjkacie ABC sa wierzchotkami tréjkata réwnobocznego.



Znajdz wszystkie rzeczywiste rozwigzania uktadu réwnan
a®+a—-1=0b
+b—1=c

c+c—1=a

Dane sa dodatnie liczby catkowite m, n, takie ze ich suma dzieli ich iloczyn. Wykaz,

zem < n?—n.

Znajdz wszystkie liczby rzeczywiste z > % spelniajace

Ve+1l+vVz+3=v2z—-1++2z+ 1.

W tréjkacie ABC punkt L jest spodkiem dwusiecznej kata wewnetrznego ABC
poprowadzonej z wierzchotka A na bok BC. Punkt D jest §rodkiem odcinka AL,
a punkt F jest rzutem prostokatnym punktu D na bok AB. Zalézmy, ze odcinek AC
jest trzy razy dluzszy od odcinka AE. Wykaz, ze tréjkat CLE jest réwnoramienny.

W pewnej tajnej agencji jest 2025 szpiegdw, z ktérych kazdy ma pewng informacje
znang tylko sobie. Co godzine pewien ze szpiegéw dzwoni do innego i przekazuje mu
wszystkie posiadane informacje (ale nie otrzymuje podczas tej rozmowy zadnych
informacji od rozméwcy). Jaka jest najmniejsza mozliwa liczba rozméw potrzebna,
aby wszyscy szpiedzy poznali wszystkie posiadane przez siebie informacje?

Definiujemy ciag liczb catkowitych (a,) w nastepujacy sposéb: liczba a; jest dowolng
liczbg catkowita, a majac zdefiniowane liczby ay, ..., a,_1 wybieramy a,, jako jedyna
liczbe calkowity z przedziatlu [0,n — 1], dla ktdrej

nlay+azx+ ...+ ay.

Wykaz, ze kazdy taki ciag (an) jest od pewnego momentu staty, czyli dla kazdego
takiego ciggu (a,) istnieje takie N, ze a, przyjmuje identyczne wartosci dlan > N.



Trapez ABCD o podstawach AB i CD jest wpisany w okrag o Srodku w punkcie O.
Z punktu A poprowadzono obie styczne do okregu opisanego na tréjkacie C DO,
a punkty stycznosci oznaczono P i Q. Wykaz, ze okrag opisany na tréjkacie APQ
przechodzi przez §rodek podstawy AB.

Dana jest liczba catkowita n > 3. Na pewnym okregu zaznaczono 2n punktéw, dzie-
lac go na 2n tukéw. Okazalo sig, ze dtugosci tych tukéw przyjmuja tylko trzy rézne
wartosci, przy czym zadne dwa sgsiednie tuki nie sg tej samej dtugosci. Zaznaczone
punkty pokolorowano na przemian na niebiesko i czerwono.

Niebieskim n-katem nazwiemy n-kat o n niebieskich wierzcholtkach, a czerwonym
n-katem nazwiemy n-kat o n czerwonych wierzchotkach. Wykaz, ze niebieski n-kat
i czerwony n-kat majg réwne pola i obwody.

Dla dodatnich liczb catkowitych z,y spelnione sg warunki

2
{\/:1:2 +2y} > 3 oraz {\/y2 +2:1:} >

Wykaz, ze ¢ = y.

w | N

Uwaga: Dla liczby rzeczywistej a przez {a} oznaczamy cze$é utamkowq a, czyli
{a} = a—k, gdzie k jest najwiekszq liczbg catkowitq spetniajgcqg warunek k < a.

Wykaz, ze wszystkie dodatnie liczby catkowite mozna pokolorowaé na trzy kolory
tak, by dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n wsrdd liczb n,2n,3n wystepowaly
wszystkie trzy kolory.

W pewnej klasie sktadajacej si¢ z n uczniéw funkcjonuje pewna liczba trzyosobowych
kétek naukowych. Kazdy uczen moze naleze¢ do dowolnej liczby kélek, ale zadna
para ucznidéw nie jest jednoczesnie w dwdch réznych kétkach. Wykaz, ze mozemy
wybraé k uczniéw tej klasy tak, by v/2n — 1 < k, i by z zadnego kétka nie wybraé
wszystkich trzech cztonkdw.



Gdy Ja$ widzi nieujemna liczbe catkowita, zwieksza ja o pewna z jej cyfr. Gdy
natomiast Sta§ widzi nieujemng liczbe catkowita, zmniejsza ja o pewna z jej cyfr.
Na tablicy zapisano pewna dodatnig liczbe catkowita, a nastepnie pozwolono Jasiowi
i Stasiowi na przemian wykonywac na niej swoje operacje. Wykaz, ze niezaleznie od
tego, ktére cyfry beda wybieral, jeden z nich bedzie pewnym momencie zmuszony,
by napisa¢ na tablicy liczbe, ktéra juz wczesniej sie na niej pojawita.

W kwadracie ABC D zaznaczono punkty E i F' odpowiednio na bokach AB i BC
tak, ze AE = BF. Punkt G jest symetryczny do punktu F' wzgledem §rodka boku
AB, a punkt H symetryczny do punktu F wzgledem $rodka boku BC. Wykaz, ze
tréjkaty DEF i BGH maja rowne pola.

Znajdz wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych z,y o spelniajacych

22 + y? B
2z +3y

Trapez ABC D jest wpisany w okrag o Srodku w punkcie O, a jego ramiona BC'i DA
maja dlugos¢ rowng promieniowi tego okregu. Przez X oznaczmy punkt przeciecia
prostej BD i prostej przechodzacej przez punkt O prostopadlej do prostej AC.
Wykaz, ze tréjkat AX D jest réwnoramienny.

Znajdz wszystkie liczby pierwsze p, dla ktérych p? — p + 1 jest szeécianem liczby
catkowite;j.

Na pewnym przyjeciu jest n > 3 uczestnikéw, sposréd ktérych istniejg takie pary
0séb, ktére sie znaja i istniejg takie pary oséb, ktére sie nie znaja. Okazalo sieg, ze
niezaleznie od tego jak rozdzielimy uczestnikéw na dwie niepuste i roztaczne grupy,
pewna osoba z pierwszej grupy zna pewng osobe z drugiej. Wykaz, ze mozna wskazac
taka trojke uczestnikéw A, B, C tego przyjecia, ze A i B sie znaja, B i C sie znaja,
natomiast A i C sie nie znajg.



W wierzcholtkach dziesigciokata foremnego napisano 10 parami réznych liczb catko-
witych. Wykaz, ze istniejg takie cztery kolejne wierzchotki tego dziesigciokata, ze
umieszczone w nich kolejno liczby a, b, ¢, d spelniajg warunek a +d > b+ c.

Wykaz, ze dla dodatnich liczb rzeczywistych z,y prawdziwa jest nieréwnosé

[z -1 ly-1
THy+—— +—— 22
Yy T

Znajdz wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych a, b spelniajacych warunek

ab|a®*" 4 b.

Okregi 01 1 05 przecinaja si¢ w punktach A i B. Punkty X i Y leza odpowiednio na
okregach o0, 1 0; w taki sposdb, ze proste BX oraz BY sa prostopadle. Oznaczmy
przez O §rodek okregu o1, a przez X' rézny od punktu X punkt przeciecia prostej OX
z okregiem o,. Przez Y' oznaczmy natomiast rézny od punktu Y punkt przeciecia
prostej X'Y z okregiem o,. Wykaz, ze punkt X jest §rodkiem tuku AY okregu o,.



W rzedzie utozone jest 100 dodatnich liczb catkowitych. Jesli w ciggu tym znajdzie-
my dwie kolejno utozone liczby a,b, przy czym a jest na lewo od b oraz a < b, to
mozemy wykonaé operacje polegajacg na podwojeniu obu tych liczb i zamianie ich
miejscami. Wykaz, ze mozemy wykona¢ tylko skonczenie wiele takich operacji.

Tysiac uczniéw pewnej szkoly pojechato na wycieczke. Na miejsce wycieczki zawiozto
ich 11 buséw, a z powrotem odwiozto ich 10 buséw. Kazdy z tysigca uczniéw jechatl
1 wracal w jednym z buséw. Wykaz, ze pewien uczen jechal na miejsce wycieczki
w mniej licznej grupie niz grupa, w ktérej wracatl.

Jas i Stas bawig sie duzym kawalkiem plasteliny. Na przemian, zaczynajac od Jasia,
wykonuja oni nastepujgce ruchy: Jas bierze ktorys z istniejacych kawatkéw plasteliny
1 dzieli go na trzy czeSci w dowolny sposdb. Stas natomiast wybiera dowolne dwa
kawatki i skleja je w jeden. Celem Jasia jest, zeby w pewnym momencie istnialo
dokltadnie 100 kawaltkow plasteliny o réwnej masie. Czy moze on, niezaleznie od
ruchéw Stasia, osiggnal ten cel?

Cgzy istnieje taki nieskonczony podzbidr zbioru dodatnich liczb catkowitych, ze suma
dowolnych skoriczenie wielu jego elementéw nie jest postaci a®, dla pewnych liczb
catkowitych a,b > 17

Wykaz, ze dla dowolnych parami réznych liczb catkowitych a, b, ¢ zachodzi

a+b+c

NWD (ab+ 1,bc+ 1,ca + 1) < 3

Znajdz wszystkie liczby calkowite n > 1 spelniajace nastepujacy warunek: dla do-
wolnej liczby pierwszej p dzielacej n liczba n + p jest kwadratem liczby catkowite;.
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Dane sg nieskonczone zbiory A i B dodatnich liczb catkowitych. Czy mozliwe jest,
ze wszystkie liczby, ktére mozna przedstawic jako iloczyn a-b,dlaa € Aib € B, to
doktadnie wszystkie wieksze od 2025 liczby postaci a®, dla pewnych liczb catkowitych
a,b>17

Dane sg dodatnie liczby rzeczywiste a, b, c spelniajace a + b + ¢ = 3. Wykaz, ze

a+b+c>1+1+1
b+1 ¢c+1 a+17a+1 b+1 c+1

Dodatnie liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniajg réwnosé
P+ +d =4

Wykaz, ze suma pewnych dwoch z liczb a, b, ¢, d nie przekracza 2.

Wielokat, ktérego wszystkie wierzchotki maja obie wspdirzedne catkowite, nazwiemy
kanciatym, jedli wszystkie jego boki sg réwnoleglte do ktérejs z dwoch osi uktadu
wspOlrzednych. Ile osi symetrii moze mie¢ kanciaty wielokat? Podaj (i uzasadnij)
wszystkie mozliwe odpowiedzi.

Okregi 07 i 05 0 §rodkach odpowiednio w punktach O; i O, przecinaja si¢ w punktach
A1 B. Prosta O, B przecina okrag o, po raz drugi w punkcie C, a prosta O, A przecina
okrag o; po raz drugi w punkcie D. Przez X oznaczamy drugi punkt przeciecia
prostej AC z okregiem o;, a przez Y oznaczamy drugi punkt przeciecia prostej BD
z okregiem o,. Wykaz, ze CX = DY.

Punkt O jest $rodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC. Srodek boku AC ozna-
czamy przez M, a spodek wysokodci opuszczonej z wierzchotka A na prosta BC
oznaczamy przez D. Prosta DM przecina okrag opisany na tréjkacie AMO po raz
drugi w punkcie P. Wykaz, ze punkty B, P, O sa wspdiliniowe.
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