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Podczas spotkania skupimy sie przede wszystkim na zadaniach 1-12 oraz na prostych intuicjach i przydatnych wtasnosciach.

Rozwigzania lub komentarze do wszystkich ponizszych zadann sq dostepne na stronie internetowej OMJ: omj.edu.pl
Klikniecie symbolu (' odsyta bezposrednio do pliku zawierajacego odpowiednie rozwiazanie.

Zadanie 1 (1/1/XVI OM]). (&'

Czy istnieje taka liczba szesciocyfrowa, ktorej kazde dwie kolejne cyfry tworza pewna
liczbe dwucyfrowa bedaca kwadratem liczby catkowitej? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 2 (6/Zestaw przyktadowy czeéci zadaniowej | etapu OM)). (£

W pewnej grupie sktadajacej sie z szesciu 0sdb kazdy lubi doktadnie trzy inne osoby,
przy czym jesli osoba A lubi osobe B, to niekoniecznie B lubi A. Rozstrzygnij, czy
wynika z tego, ze pewne dwie osoby wzajemnie sie lubia.

Zadanie 3 (11/T/XVI OMJ). (&

W pewnej grupie sktadajacej sie z co najmniej trzech osdéb kazdy zna doktadnie jedna
sposrod pozostatych oséb (przyjmujemy, ze jesli osoba A zna osobe B, to B zna A).
Wynika z tego, ze

(a) istnieje osoba w tej grupie, ktéra wszyscy znaja;

(b) liczba oséb w grupie jest parzysta;

(c) mozna posadzi¢ wszystkie osoby tej grupy przy okragtym stole w taki sposéb, by
kazdy siedziat obok swojego znajomego.

Zadanie 4 (11/T/XV OM)). &

W gronie n osdb kazda ma doktadnie trzech znajomych (zaktadamy, Ze jesli osoba A
zna B, to osoba B zna A). Wynika z teqgo, ze liczba n jest podzielna przez

(a) 2
(b) 3;
(c) 4.

Zadanie 5 (9/T/XIV OM)). (&

Podczas spotkania grupy 6 oséb wymieniono doktadnie 9 usciskéw dtoni, przy czym
kazda para os6b wymienita co najwyzej jeden uscisk dtoni. Wynika z tego, ze

(a) pewna osoba wymienita co najmniej 4 usciski dtoni;
(b) pewna osoba wymienita doktadnie 3 usciski dtoni;
(c) kazdy wymienit co najmniej 1 uscisk dtoni.

Zadanie 6 (4/11/IV OMG). (£

W turnieju tenisa stotowego wzieto udziat 50 zawodnikéw. Kazdy zawodnik rozegrat
jeden mecz z kazdym innym zawodnikiem, nie byto remiséw. Czy mozliwe jest, aby
kazdy z uczestnikdw wygrat te sama liczbe meczéw? Odpowiedz uzasadnij.
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Zadanie 7 (3/1l/XVIl OM)). &

Niech n bedzie dodatnig liczbg catkowita. Kazda z liczb 1, 2, 3, ..., 100 pomalowano
jednym z n koloréw w taki sposéb, ze kazde dwie rézne liczby o sumie podzielnej przez
4 zostaty pomalowane réznymi kolorami. Wyznacz najmniejsza liczbe n, dla ktérej taka
sytuacja jest mozliwa.

Zadanie 8 (14/T/XVII OM)). (£

W gronie szesciu os6b kazda zna doktadnie trzy sposréd pozostatych pieciu oséb, przy
czym jesli osoba A zna osobe B, to rdwniez osoba B zna osobe A. Wynika z tego, ze

(@) pewne trzy sposrod tych szesciu oséb wzajemnie sie znaja;
(b) pewne trzy sposréd tych szesciu oséb wzajemnie sie nie znaja;
(c) mozna te szes¢ os6b podzieli¢ na trzy pary znajacych sie oséb.

Zadanie 9 (3/11I/XVI OM]). (£

W turnieju badmintona uczestniczyto 16 zawodnikéw. Kazdy zawodnik rozegrat co naj-
wyzej jeden mecz z kazdym innym zawodnikiem, zaden mecz nie zakonczyt sie remisem.
Po turnieju okazato sie, ze kazdy z zawodnikéw wygrat inng liczbe meczéw. Wykaz, ze
kazdy z zawodnikéw przegrat inng liczbe meczéw.

Zadanie 10 (14/T/XVIIl OM)). &

W turnieju badmintona wzieto udziat 6 oséb, kazde dwie osoby rozegraty doktadnie
jeden mecz i zaden mecz nie zakonczyt sie remisem. Wynika z tego, Ze istnieje osoba,
ktéra wygrata

(@) nieparzysta liczbe meczow;
(b) parzysta liczbe meczow;
(c) doktadnie 2 mecze lub doktadnie 3 mecze.

Zadanie 11 (3/1I/VI OMG). (£

W turnieju tenisa stotowego wzieto udziat n zawodnikéw (n > 4). Kazdy zawodnik
rozegrat doktadnie jeden mecz z kazdym innym zawodnikiem, zaden mecz nie zakonczyt
sie remisem. Po turnieju wszyscy zawodnicy usiedli przy okragtym stole w taki sposéb,
ze kazdy zawodnik wygrat z osoba siedzaca obok niego z jego lewej strony. Wykaz, ze
istnieja tacy trzej zawodnicy A, B i C, ze A wygrat z B, B wygrat z C' oraz C' wygrat
z A.

Zadanie 12 (23/FLOMG). &

W pewnej grupie jest n 0séb, przy czym n > 4. Dowolne cztery osoby z tej grupy mozna
usadzi¢ przy okragtym stole tak, aby kazda z nich siedziata pomiedzy swoim znajomym
i nieznajomym. Znajdz wszystkie wartosci n, dla ktérych taka sytuacja jest mozliwa.

Zadanie 13 (2/I/IV CPS)). &

Rozstrzygnij, czy wierzchotki 30-kata foremnego mozna ponumerowac liczbami 1, 2,
..., 30 w taki sposdb, aby suma numeréw kazdych dwdch sasiednich wierzchotkéw
byta kwadratem pewnej liczby naturalnej.
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Zadanie 14 (17/FLOMG). &

Prostokat podzielono odcinkami réwnolegtymi do bokéw na mate prostokaty. Nastepnie
wyrézniono kazdy punkt, ktory jest wierzchotkiem doktadnie dwéch matych prostoka-
téw. Udowodnij, ze liczba wyréznionych punktéw jest parzysta.

Zadanie 15 (15/T/XIX OM)). &

W gronie siedmiu 0séb kazdy ma co najmniej 3 znajomych posréd pozostatych osdb
(przyjmujemy, ze jesli A jest znajomym B, to réwniez B jest znajomym A). Wynika
z tego, ze w tym gronie

(@) pewna osoba ma co najmniej 4 znajomych posrdd pozostatych oséb;
(b) pewne dwie osoby maja co najmniej 3 wspdlnych znajomych;
(c) pewne trzy osoby znajg sie wzajemnie.

Zadanie 16 (3/II/XV OMJ). &

W pewnym turnieju wzieli udziat chtopcy i dziewczeta. Kazda osoba rozegrata doktad-
nie jeden mecz z kazda inng osoba, nie byto remiséw. Po turnieju okazato sie, ze kazdy
przegrat co najmniej raz. Ponadto kazdy chtopiec przegrat inng liczbe meczéw niz kaz-
dy z pozostatych chtopcow. Wykaz, ze pewna dziewczynka wygrata mecz z pewnym
chtopcem.

Zadanie 17 (5/I/XV OM)). (&

W turnieju wzieto udziat 8 zawodnikéw. Kazda para zawodnikéw rozegrata doktadnie
jeden mecz, ktdry zakonczyt sie zwyciestwem jednego z nich lub remisem. Zwyciezca
meczu otrzymywat 2 punkty, jego przeciwnik 0 punktéw, a w przypadku remisu obaj
zawodnicy uzyskiwali po 1 punkcie. Po rozegraniu wszystkich meczow okazato sie, ze
kazdy zawodnik miat te sama liczbe punktéw. Jaka jest najmniejsza mozliwa liczba
meczow, ktére zakonczyty sie remisem? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 18 (5/1I/XIIl OM)). &

Kazda liczbe catkowita pomalowano na jeden z trzech kolorow. Udowodnij, ze istnieja
dwie rézne liczby tego samego koloru, ktdrych réznica jest kwadratem liczby catkowitej.

Zadanie 19 (5/I1l/XIl OM)). (&

Na stole lezy n zapatek, ktére stanowig n jednoelementowych stoséw. Adam chce pota-
czyc je w jeden stos n-elementowy. Bedzie to robit przy uzyciu n—1 operaciji, z ktdrych
kazda polega na potaczeniu dwdch stoséw w jeden. Adam umoéwit sie z Bartkiem, Ze za
kazdym razem, gdy Adam potaczy stos a-elementowy ze stosem b-elementowym, do-
stanie od Bartka a - b cukierkéw. Jaka jest najwieksza mozliwa liczba cukierkdow, ktdre
moze dosta¢ Adam po wykonaniu n — 1 operacji? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 20 (2/1lI/VIIl OMG). (£

Na przyjeciu spotkato sie 99 oséb. Wiadomo, ze wsrdd kazdych trzech oséb mozna
wskazad taka, ktdra zna dwie pozostate osoby z tej trojki. Wykaz, ze pewna osoba zna
wszystkie inne osoby obecne na przyjeciu.
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Zadanie 21 (2/IIl/IV OMG). (&

W turnieju tenisa stotowego uczestniczyto 2n zawodnikéw. Kazdy zawodnik rozegrat
z kazdym innym zawodnikiem co najwyzej jeden mecz. Po turnieju okazato sie, ze
doktadnie n zawodnikéw rozegrato po dwa mecze, a pozostatych n zawodnikéw po trzy
mecze. Wyznacz wszystkie liczby catkowite dodatnie n, dla ktérych taka sytuacja jest
mozliwa.

Zadanie 22 (4/11/V OMC). &

Na przyjeciu spotkato sie szes¢ osdb. Okazato sie, ze kazda z nich ma wsrdd pozostatych
doktadnie trzech znajomych. Wykaz, Zze pewne cztery z tych oséb moga usigs¢ przy
okragtym stole w taki sposéb, aby kazda z nich siedziata pomiedzy swoimi dwoma
znajomymi.

Zadanie 23 (4/1/X OMG). ('

Na przyjecie przyszto n oséb. Poczatkowo kazdy miat doktadnie 3 znajomych wsréd
pozostatych oséb obecnych na przyjeciu. W trakcie przyjecia niektére osoby poznaty
sie, w wyniku czego pod koniec przyjecia kazdy miat wsréd pozostatych obecnych
doktadnie 4 znajomych. Wyznacz wszystkie liczby n, dla ktérych opisana sytuacja jest
mozliwa. (Przyjmujemy, ze jesli osoba A zna osobe B, to osoba B zna osobe A.)

Zadanie 24 (2/11l/X OMG). (£

Kazda liczbe catkowita dodatnig pomalowano na pewien kolor. Okazato sie, ze dla
kazdej pary liczb catkowitych a, b wiekszych od 1 liczby a+b i ab sa tego samego koloru.
Wuykaz, ze wszystkie liczby wieksze od 4 zostaty pomalowane tym samym kolorem.

Zadanie 25 (3/D/Il CPS)). (£

W pewnej grupie jest n > 5 os6b, przy czym kazde dwie osoby, ktére sie nie znaja,
maja doktadnie jednego wspélnego znajomego oraz zadna osoba nie zna wszystkich
pozostatych. Udowodnij, ze mozna 5 sposréd danych n oséb usadzi¢ przy okragtym
stole tak, aby kazda z nich siedziata pomiedzy swoimi (a) znajomymi; (b) nieznajomymi.

Zadanie 26 (5/D/Ill CPS)). (&

Poczatkowo na tablicy napisana jest liczba 1. Jesli na tablicy znajduje sie liczba a,
to mozna dopisad jeszcze taka dodatnig liczbe catkowita b, ze liczba a + b+ 1 jest
dzielnikiem liczby a? + b% + 1. Czy kazda dodatnia liczba catkowita moze w pewnym
momencie pojawic sie na tablicy? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 27 (5/D/VII CPS)). &
Przy okragtym stole siedzi 2n oséb (n > 2) w taki sposéb, ze kazdy siedzi naprzeciwko
swojego nieznajomego oraz pomiedzy swoimi znajomymi. Wykaz, ze te same osoby

moga usigs¢ przy okragtym stole w taki sposdb, aby kazdy siedziat pomiedzy swoim
znajomym a nieznajomym.
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