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Jak znalezé wieloscian?

O tym, w jakie putapki mozna wpas¢, prébujac po-
da¢ przyklady wieloScianéw spelniajacych okreélone wa-
runki, mozna przeczytaé w Kwadracie nr 7 (grudzien
2012). W tym artykule skupimy sie na oméwieniu me-
tod przydatnych w szukaniu poprawnych przykladéw.
Zobrazujemy je na bazie nastepujacego zadania, ktére
pojawito sie na finale tegorocznej, VIII edycji OMG.

Czy istnieje taki wieloScian wypukly, ktory ma nie-
parzystq liczbe Scian i w ktorego kazdym wierzcholku
schodzi sie parzysta liczba krawedzi?

Taki wieloScian istnieje (i to niejeden), a jego kon-
strukcje warto zaczgé od dobrze znanej bryly, takiej jak
szeScian, graniastostup czy ostrostup, a nastepnie co$
do niej dobudowad, albo cos od niej odcigé. Czynnosci
te mozna powtarzaé¢ wielokrotnie i na wiele sposobow.

Wprowadzmy najpierw pojecia, ktérymi bedziemy
sie postugiwaé¢ w artykule.

rys. 1 rys. 2

Narozem n-kgtnym wieloScianu nazwiemy taki jego
wierzchotek, w ktérym schodzi sie n krawedzi (rys. 1
przedstawia naroze tréjkatne). Natomiast odcieciem na-
roza nazwiemy przeciecie bryty plaszczyzna blisko wierz-
chotka, a nastepnie usuniecie tej czesci, ktora zawiera
dany wierzcholek (rys. 2 przedstawia odcigcie naroza
trojkatnego z rys. 1).

rys. 3

Przy doklejaniu ostrostupa do pewnej Sciany wie-
loscianu (jako na podstawie), ostrostup powinien byé
na tyle niski, aby zadna jego $ciana boczna nie lezala
w plaszczyZnie zadnej ze Scian wielodcianu oraz aby uzy-
skana nowa bryla pozostala wypukta. Taki sposéb do-
klejenia nazwiemy przyzwoitym.

Przechodzimy do konstrukcji wieloScianéw spelnia-
jacych warunki zadania.

Sposéb I

Rozwazmy graniastostup o podstawie (2n+1)-kata

(rys. 3 przedstawia przypadek n=1). Na kazdej krawedzi
wybierzmy po jednym punkcie (moga to by¢ na przyklad
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srodki krawedzi), a nastepnie odetnijmy naroza grania-
stostupa plaszczyznami przechodzacymi przez punkty
wybrane na tych krawedziach, ktére schodza sie w da-
nym wierzchotku (rys. 4 przedstawia jedno z takich od-
cigd).

Wykonujac 4n+ 2 odcie¢ narozy, dostajemy bryle,
ktérej wszystkie wierzcholki sa wybranymi przez nas
wcezesniej punktami na krawedziach i w kazdym z nich
schodza sie 4 krawedzie (rys. 5. przedstawia otrzymany
wielo$cian dla n=1). Kazde odcigcie naroza zwigksza
liczbe Scian o 1, a zatem skoro na poczatku mieliSmy
2n+ 3 $ciany, to liczba Scian koncowego wieloscianu be-
dzie réwna liczbie nieparzystej 6n+5.

Sposéb 11

Tym razem zacznijmy od graniastostupa, ktérego
podstawa jest (4n+2)-kat (na rys. 6 przyjmujemy n=1).
Nastepnie na co drugiej écianie bocznej, jako na podsta-
wie, doklejmy w przyzwoity sposéb ostrostupy czworo-
katne (rys. 7). Otrzymana bryla ma wtedy 10n+7, czyli
nieparzysta liczbe Scian, a w jej kazdym wierzchotku
schodza sie doktadnie 4 krawedzie.

Sposéb III

Rozpoczniemy od graniastostupa, ktérego podstawa
jest n-kat, przy czym n >3 (rys. 8 obrazuje przypadek
n=3).

Nazwijmy podstawy dolng i gérng. Na kazdej kra-
wedzi gbrnej podstawy wybierzmy po 2 punkty, na przy-
klad tak, aby byly one wierzcholkami 2n-kata forem-
nego. Odetnijmy wszystkie naroza przy goérnej podsta-
wie plaszczyznami przechodzacymi przez pary wybra-
nych punktéw oraz odpowiednie wierzchotki dolnej pod-
stawy (rys. 9). Nastepnie do 2n-kata, ktéry zostal wy-
ciety z gérnej podstawy, doklejmy w przyzwoity sposob
ostrostup 2n-katny (rys. 10).

rys. 8

Otrzymalismy wielo$cian, ktéry ma 4n+1 — czyli
nieparzysta liczbe — S$cian, a w kazdym wierzchotku
schodza sie 4 krawedzie lub 2n krawedzi.
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Jedli dla n =3 lub n =4 wyjéciowy graniastostup
n-katny zastapimy $cietym ostrostupem n-katnym o dol-
nej podstawie mniejszej od gornej, to otrzymamy wielo-
$ciany przedstawione na rysunkach 11 i 12 (nieco obré-
cone w stosunku do wyjéciowych konfiguracji).

rys. 11

W celu utatwienia dalszego zapisu kazdy wieloscian

wypukly spelniajacy warunki zadania nazwiemy dobrym.

Opiszemy teraz dwie metody modyfikowania znale-
zionych przykladéw dobrych wieloscianéw. Pozwoli nam
to uzyskaé¢ wielosciany dobre o dowolnej, wickszej od 9,
nieparzystej liczbie $cian.

Metoda I

Niech ABC'S bedzie ostrostupem tréjkatnym o pod-
stawie ABC' (rys. 13). Na $cianach BC'S, CAS i ABS
wybierzmy (dowolnie) odpowiednio punkty X, Y i Z,
a nastepnie obetnijmy ostrostup ABCS w taki sposdb,
aby otrzymaé¢ osmioscian ABCXY Z (rys. 14). Os$mio-
Scian taki uzyskamy, tnac czworoscian kolejno ptaszczy-
znami AY Z, BZX,CXY, XY Z ipozostawiajac po kaz-
dym cieciu te czesé, ktéra nie zawiera punktu S.

Zal6ézmy teraz, ze pewien dobry wielo$cian ma przy-
najmniej jedna Sciane trdjkatna. Wéwezas mozemy do-
klei¢ do tej $ciany o$mioécian ABCXY Z, oczywiscie
w przyzwoity sposéb, czyli tak, aby wyjsciowy ostrostup
ABC'S byl odpowiednio niski.

Liczba $cian otrzymanego wielodcianu jest o 6 wiek-
sza od liczby $cian wyjsciowego wieloScianu dobrego,
czyli jest nieparzysta. Ponadto we wszystkich wierzchot-
kach schodzi sie w dalszym ciagu parzysta liczba krawe-
dzi, a wiec otrzymany wieloécian jest dobry.

Rysunek 15 przedstawia dobry wieloscian o 19 $cia-

nach otrzymany z wieloécianu pokazanego na rysunku 11.

Metoda II

Zalézmy, ze dobry wieloScian posiada co najmniej
jedno naroze 2n-katne (rys. 16). Odetnijmy je od na-
szego wielocianu (rys. 17), a na powstalym w prze-
kroju 2n-kacie, jako na podstawie, doklejmy ostrostup,
jak zwykle przyzwoicie (rys. 18).

Otrzymana bryla ma o 2n Scian wiecej od wyjscio-
wego dobrego wieloécianu i w kazdym z wierzchotkdéw
schodzi sie¢ nadal parzysta liczba krawedzi. Rysunek 19
przedstawia dobry wieloscian o 15 $cianach otrzymany
z wielodcianu pokazanego na rysunku 5.

rys. 16

rys. 17

rys. 18 rys. 19

Na bazie skonstruowanych juz przykladéw mozna
uzasadnié, ze istnieje dobry wielo$cian o dowolnej, wiek-
szej od 9, liczbie §cian. Rzeczywiscie, w sposobie III
liczba $cian dobrego wieloécianu jest postaci 4n—+1, gdzie
n>3. Z kolei wybierajac dowolna $ciang tréjkatna w tym
wielo$cianie i stosujac metode I, dostajemy dobry wie-
loécian o liczbie $cian rownej 4n+7 dla n > 3. Brakujace
(powyzej 9) nieparzyste liczby $cian 11 i 15 posiadaja
wielo$ciany odpowiednio na rysunkach 5 i 19.

Warunki zadania naktadaja na nas poszukiwania
przyktadéw wsréd bryl wypuklych. Pomijajac to wy-
maganie, mozna znalez¢é niewypukly wieloscian o 9 Scia-
nach, ktéry spelnia pozostale warunki zadania (rys. 21).
Powstaje on ze sklejenia ze soba Scianami tréjkatnymi
trzech bryl widocznych na rysunku 20.

Proponujemy Czytelnikowi rozstrzygniecie, czy ist-
nieje dobry, a wiec takze wypukly, wielodcian o mniejszej
od 11 liczbie $cian.

rys. 20 rys. 21

Na koniec kilka probleméw do samodzielnego roz-
wazenia przez Czytelnika. Wskazowki podamy w nastep-
nym numerze.

Zadanie 1.

Rysunek 21 przedstawia niewypukla bryle, ktéra
ma 9 Scian. Czy istnieje wieloScian niewypukly, ktéry
ma mniej niz 9 $cian?

Zadanie 2.

Czy istnieje wielo$cian wypukly o dziewigciu Scia-
nach, ktéry ma trzy Sciany trojkatne, trzy czworokatne
i trzy pieciokatne?

Zadanie 3.

Czy istnieje dobry wielo$cian, w ktorym dokladnie
jedna $éciana ma parzysta liczbe bokow?

Zadanie 4.

Czy istnieje wieloscian wypukly, ktéry ma niepa-
rzysta liczbe krawedzi, a w ktérego kazdym wierzchotku
schodzi si¢ parzysta liczba krawedzi?

Lukasz Bozyk

Kolejne medale Polek

W dniach 8-14 kwietnia 2013 r. odbyla si¢ w miescie
Luksemburg, stolicy kraju o tej samej nazwie, II Euro-
pejska Olimpiada Matematyczna Dziewczat (European
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Girls’ Mathematical Olympiad, EGMO). W sklad pol-
skiej reprezentacji, wylonionej na podstawie wynikow
zesztorocznej Olimpiady Matematycznej, weszly Basia
oraz az trzy Anie:

e Anna Czerwiniska (XIII LO w Szczecinie),
e Anna Hodun (V LO w Krakowie),

e Barbara Mroczek (XIV LO w Warszawie),
e Anna Olech (XIV LO w Warszawie).

Kazda z dziewczat byla w przeszlosci laureatka OMG.

Chociaz zawody EGMO odbywaty si¢ dopiero po
raz drugi, to mozna juz zaobserwowaé ich rosnaca po-
pularno$é. Wzielty w nich udzial delegacje 22 krajéw
(o 3 wiecej niz w roku ubieglym), tacznie 87 uczennic
(o 17 wiecej niz rok temu).

Pierwszego dnia po przyjezdzie do Luksemburga za-
wodniczki uczestniczyly w uroczystej ceremonii otwar-
cia Olimpiady. Same zawody odbyly sie 10 i 11 kwiet-
nia. Kazdego z tych dni dziewczeta mialy 4,5 godziny
na samodzielne rozwiazanie 3 zadan wybranych uprzed-
nio przez komisje spoéréd propozycji nadestanych przez
uczestniczace kraje (wéréd wybranych zadan znalazlo
sie jedno zaproponowane przez Polske). Za kazde z za-
dan mozna byto otrzymac¢ od 0 do 7 punktow.

Zadnej z zawodniczek nie udalo sie zdoby¢ maksy-
malnej liczby 42 punktéw. Zwyciezczyni Olimpiady —
Danielle Wang z USA — ukonczyta zawody z wynikiem
38 punktow. Danielle, mimo ze ma dopiero 15 lat i byla
jedna z mtodszych uczestniczek, wygrala EGMO juz po
raz drugi.

Polki wypadly znakomicie — wszystkie wrocity do
kraju z medalami. Szczegdlne wyrazy uznania naleza sig
Basi Mroczek, ktora ze wspanialym wynikiem 29 punk-
téw ukonczyla zawody na czwartym miejscu w klasyfika-
cji indywidualnej. Ztoty medal odebrata z rak premiera
Luksemburga Jean-Claude Junckera. Pozostale dziew-
czeta rowniez uzyskaly bardzo dobre rezultaty: Ania Ho-
dun wywalczyla srebrny, a Ania Czerwinska oraz Ania
Olech — brazowe medale. Gratulujemy!

Pierwsze miejsce w klasyfikacji druzynowej zajely
ex aequo 3 kraje: Biatoru$, Serbia i USA, zdobywajac
po 99 punktéw. Czwarte miejsce przypadlo Bulgarii (90
punktéw), natomiast piate Polkom (89 punktéw).

Pobyt w Luksemburgu trwal caly tydzien. Byto wiec
mnoéstwo czasu na zwiedzanie, integracje z reprezenta-
cjami innych krajéw oraz zapewnione przez organizato-
réw atrakcje. Zakwaterowanie w schronisku mtodziezo-
wym w poblizu malowniczego centrum umozliwialo cze-
ste spacery po przepieknych zakatkach miasta. Ostat-
niego dnia uczestniczki Olimpiady udaly sie pociagiem
na calodniowa wycieczke do miasteczka Clervaux na pot-
nocy kraju. Dziewczeta mialy okazje zwiedzi¢ opactwo
benedyktynskie oraz kilka zabytkowych zamkoéw i ko-
Sciolow, a takze pospacerowaé po gorzystym terenie wo-
kot miasteczka.

Udzial naszego kraju w zawodach EGMO cieszy sie
niegasnacym zainteresowaniem Telewizji Polskiej. Po-
dobnie jak w zeszlym roku, reprezentacja goscita w po-
rannym programie Kawa czy herbata? w TVP1. Link
do nagrania rozmowy z dziewczetami mozna znalezé na
naszej stronie internetowej: www.omg.edu.pl/media.

W przysztym roku Europejska Olimpiada Matema-

tyczna Dziewczat odbedzie sie¢ w Turcji. Plotka glosi, ze
swéj udzial zapowiada ponad czterdziesci krajow euro-
pejskich i nie tylko! Wyglada wiec na to, ze spelniaja
si¢ nadzieje organizatoréw — zawody EGMO zyskuja
coraz wieksza renome i ugruntowuja swoja pozycje na
arenie najbardziej prestizowych miedzynarodowych im-
prez matematycznych.

Wiecej o zawodach EGMO mozna dowiedzie¢ sie
ze strony internetowej Olimpiady: www.egmo.org.

Joanna Ochremiak
wiceprzewodniczaca delegacji polskiej

Urok zbioru , mi”

Praca ,Urok zbioru p”, ktéra napisatem w 2010
roku na XXXII Konkurs Prac Uczniowskich z Matema-
tyki czasopisma Delta, zostala zainspirowana nastepu-
jacym zadaniem pochodzacym z OMG.

Zadanie 1. (IV OMG, zawody I stopnia)

Dany jest kwadrat ABC'D o boku 1 oraz prosta [
przechodzaca przez jego srodek S. Niech a, b, ¢, d ozna-
czaja odpowiednio odlegtosci punktéw A, B, C, D od
prostej . Wykaz, ze a® +b*+c?+d?> =1 (rys. 22).

rys. 22

Rozwigzanie

Oznaczmy przez d(X,m) odleglosé punktu X od
prostej m.

Obréémy prosta ! wokél punktu S o 90° (rys. 23).
W efekcie uzyskamy prosta k, ktora przechodzi przez
punkt S i jest prostopadta do prostej I. Poniewaz w wy-
niku tego obrotu punkt A przechodzi na B, a punkt C
na D, wiec d(B,k)=d(A,l)=a oraz d(D,k)=d(C,l)=c.
Wobec tego na mocy twierdzenia Pitagorasa otrzymu-
jemy a?+b%= BS? oraz ¢ +d? = DS?. Stad

a4+ +24+d*=BS*+DS?*=1,

co konczy rozwiazanie zadania.

Wykazalismy zatem, ze suma kwadratow odlegto-
sci punktow A, B, C, D od prostej | nie zalezy od wy-
boru prostej | przechodzqcej przez punkt S. Te szczegdlna
wlasnos¢é punktu S wyréznimy za pomoca nastepujacej
definicji.

Definicja

Punkt S nazwiemy p-punktem ukiadu punktow
Ay, Ag, ... A, jesli posiada on nastepujaca wlasnosé:
suma kwadratéw odleglosci punktéw A, As,..., A, od

dowolnie obranej prostej [ przechodzacej przez punkt S
nie zalezy od wyboru prostej [ (rys. 24).

W $wietle powyzszego, przytoczone zadanie z OMG
mozna wyrazi¢ krétko: érodek S kwadratu jest p-punk-
tem jego wierzchotkéw A, B, C, D.

Jednym z wynikéw, jaki uzyskalem w pracy, jest
nastepujace twierdzenie.



KWADRAT, nr 9 — czerwiec 2013

Twierdzenie 1.
Kazdy uktad punktow na plaszczyinie posiada do-
kladnie jeden lub dokladnie dwa p-punkty.

Opierajac sie na tym twierdzeniu, mozna tatwo roz-
wiazaé nieco ogdlniejsze zadanie.

rys. 24

Zadanie 2.

Niech A1 A,... A, (n>3) bedzie n-katem foremnym
o érodku S. Wykaz, ze S jest jedynym p-punktem wierz-
chotkéw A1 ; AQ, vee ,An.

Rozwigzanie

Niech P; bedzie u-punktem danego ukladu punk-
tow A1, As,..., A, (zob. rys. 25 dla n=5). Przypusémy,
ze Pl 7& S.

Poniewaz obrét wokél punktu S o kat %-360O pozo-
stawia w miejscu nasz wielokat foremny, wiec punkt P,
bedacy obrazem punktu P; przy tym obrocie, réwniez
jest p-punktem danego uktadu punktéw A, As..., A,.
Poprzez powtarzanie obrotu otrzymamy kolejno n réz-
nych p-punktéw Pp, P, ..., P,. To stoi w sprzecznosci
z twierdzeniem, ze pu-punkty sa najwyzej dwa.

DowiedliSmy w ten sposéb, ze zaden punkt rézny
od S nie moze byé¢ p-punktem, a poniewaz wiemy, ze
p-punkt istnieje, wiec musi byé nim punkt S. To konczy
rozwiazanie zadania.

WykazaliSmy zatem, ze dla kazdej prostejl przecho-
dzqcej przez $rodek wielokgta foremnego, suma kwadra-
tow odleglosci wierzcholkow wielokgta od prostej | nie
zalezy od wyboru tej prostej. DowiedliSmy takze, ze $ro-
dek wielokata jest jedynym punktem o tej wlasnosci.

W celu sprawdzenia, czy punkt S jest p-punktem
uktadu punktéw A, As,..., A, definicja nakazuje ob-
liczy¢ sume kwadratow odlegtosci danych punktéw od
kazdej mozliwej prostej przechodzacej przez S. Okazuje
sie, ze wystarczajace jest rozpatrzenie zaledwie trzech
prostych. Udowodnilem mianowicie w pracy nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 2.

Jesli suma kwadratow odleglosci danych punktow
Ay, Ao, ... A, od kaZdej sposrdd trzech réznych prostych
przechodzgcych przez pewien punkt S przyjmuge te samg
wartosé, to punkt S jest p-punktem ukladu punktéow Ay,
Ay, .. A,

Twierdzenie to mozna wykorzysta¢ do rozwiaza-
nia zadania 2 innym sposobem. Szczegély pozostawiam
Czytelnikom.

W pracy scharakteryzowalem takze u-punkty dla
dowolnego tréjkata oraz badalem wlasnosci p-punktéw
dla uktadéw w przestrzeni trojwymiarowej.

Zacytowane przeze mnie wyniki zostaly uzyskane
przy pomocy narzedzi geometrii analitycznej i ich do-

wody wykraczaja poza ramy tego artykulu. Ze wzgledu
na prostote samych wynikéw mozna jednak przypusz-
czal, ze da sie je uzyskaé elementarnymi metodami. Go-
raco zachecam Czytelnikow do znalezienia takich dowo-
doéw.

Konczac, cheiatbym zaproponowaé dwa zadania dla
Czytelnikéw. Wskazéwki do nich znajda sie w nastep-
nym numerze Kwadratu.

Zadanie 3.
Wyznacz p-punkty uktadu dwéch punktow A, B.

Zadanie 4.

Wykaz, ze jesli srodek ciezkosci S trojkata ABC
jest p-punktem wierzchotkow A, B, C, to tréjkat ABC
jest réwnoboczny.

Michal Miskiewicz

Dopisek od redakcji

Autor powyzszego artykutu, laureat II edycji OMG,
skromnie nie napisal, ze jego praca zdobyta ztoty medal
podczas wspomnianego na poczatku XXXII Konkursu
Prac Uczniowskich z Matematyki, a w 2011 roku medal
brazowy na XXIII Konkursie Prac Mlodych Naukowcow
Unii Europejskie;j.

Jak wida¢ zadania OMG stanowia doskonaty inspi-
racje do stawiania dalszych pytan i rozwiazywania cie-
kawych probleméw. Gratulujemy Michalowi pierwszych
sukceséw naukowych i czekamy na osoby, ktére pdjda
w jego $lady.

Prace Michala Miskiewicza mozna pobraé z naszej
strony internetowej: www.omg.edu.pl/gazetka-omg.

Chochlik wakacyjny

Rosnacy poziom przygotowania uczestnikéw OMG
znaczaco utrudnit w tym roku dobdr tekstow do ru-
bryczki ,,Chochlik Olimpijski”. Rozwiazania zadan kon-
kursowych zdaja sie cechowaé coraz wigksza dojrzalodcia
redakcyjna. Szczesliwie dla ,,Chochlika”, Zrédtem praw-
dziwych peretek pozostaja problemy kombinatoryczne,
ktérych rozwiazania wyzwalaja ogromny potencjal twor-
czy zawodnikéw. Ponizsze trzy obserwacje dotyczace za-
dania 4 zawodow stopnia II $wiadcza o wielkiej przeni-
kliwosci umystow mtodych matematykdow:

e (obserwacja poznawcza) Ograniczeniem liczby kolo-
row jest jedynie ich ilo$é znana czlowiekows.

o (obserwacja warunkowa) Zalezy, jakg nam dano
plaszczyzne.

e (obserwacja praktyczna) Mozemy pomalowaé plasz-
czyzne wzdluz i wszerz.

A oto przyktad trudnosci, jaka napotkal jeden z rozwia-
zujacych:
o Wiszystko jest w porzqdku, gdy patrzymy na obra-
zek pionowo. Problem zaczyna sie, gdy patrzymy po-
2L0mo.

Tym humorystycznym akcentem zegnamy sie z Czytel-
nikami w tym roku szkolnym, zyczac udanych wakacji
i pionowego (czyt. beztroskiego) wypoczynku. ;)
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