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Tradycyjny wstep

7 chwila wybrzmienia upragnionego przez uczniéw
pierwszego dzwonka rozpoczynamy kolejny rok dzialal-
noéci gazetki Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow
Kuwadrat. Jest to juz rok trzeci, wydaje nam si¢ wiec, ze
zastuzyliSmy na zdania rozpoczynajace sie od ,Trady-
cyjnie... 7, a zatem...

Tradycyjnie przeczytacie u nas ciekawe artykuty
matematyczne inspirowane zadaniami z OMG, rozwi-
jajace te problemy i przygotowujace do zawodéw. Tra-
dycyjnie zamieszczaé¢ bedziemy informacje o sukcesach
mlodych adeptéw matematyki, z ktérych wigkszosé
(a prawdopodobnie nawet wszyscy) bylo swego czasu
laureatami naszej Olimpiady.

I tradycyjnie zachecamy uczniéw do wziecia udziatu
w tegorocznej edycji Olimpiady, a nauczycieli zache-
camy do zachecania uczniéw razem z nami. Warto, gdyz
OMG skutecznie uczy, jak stawiaé¢ czola niestandardo-
wym wyzwaniom, a laureaci kontynuuja nauke w dowol-
nie wybranej szkole ponadgimnazjalnej.

Tradycyjnie polecamy takze regularne odwiedza-
nie naszej strony internetowej www.omg.edu.pl, pro-
filu OMG na Facebooku oraz przypominamy o adresie
mailowym kwadrat.omg@gmail.com, gdzie czekamy na
wszelkie uwagi i sugestie dotyczace naszej gazetki. Tra-
dycyjnie zyczymy mitej lektury! :)

Rady na uktfady

Jedna z metod rozwigzywania ukltadéw dwoch réw-
nan z dwiema niewiadomymi — tzw. metoda podstawia-
nia — polega na wyznaczeniu wybranej niewiadome;j
z jednego réwnania i podstawieniu do drugiego. W ten
sposéb uktad réownan sprowadzamy do réwnania. Zda-
rza sie jednak, ze tak otrzymane réwnanie jest skom-
plikowane i nie umiemy go rozwiaza¢. Przyjrzyjmy sie
nastepujacemu przykladowi.

Zadanie 1.

Rozwiaz uklad réwnan:

r?=2y—1
v =2r—-1.

Rozwigzanie

Wyznaczajac niewiadoma y z pierwszego réwnania,
otrzymujemy y = %(x2 +1), co po podstawieniu do dru-
giego réwnania daje

1(z®+1)?=22-1.
Przeksztalcajac réwnowaznie, uzyskujemy
24222 —8x+5=0.
Chociaz to konkretne réwnanie mozna rozwiazaé, wy-

konujac kilka pomystowych przeksztalcen, to na ogol
réwnania czwartego stopnia sa trudne do rozwiazania.
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Dlatego, aby rozwiazaé¢ nasz uklad réwnan, postgpimy
nieco inaczej.

Dodajmy dane réwnania stronami. Uzyskujemy
wowezas x2 +y% =2z +2y—2, czyli

22 —2r+1+y?—2y+1=0.
Korzystajac teraz ze wzoru skréconego mnozenia, mo-
zemy powyzsza zalezno$é zapisaé¢ w postaci
(x—1)*+(y—1)*=0.

Liczby (z—1)? oraz (y—1)? sa nieujemne i ich suma
jest réwna 0. Oznacza to, ze kazda z tych liczb musi by¢
réwna 0, czyli z—1=0 oraz y—1=0. Stad (x,y)=(1,1).

Pozostaje sprawdzié, ze para (z,y)=(1,1) jest istot-
nie rozwiazaniem danego ukltadu réwnan.

Zadanie 2. (II OMG, zawody III stopnia).

Wyznacz wszystkie tréjki (a,b,c) liczb rzeczywi-
stych spelniajace uktad réwnan:

ab=a+b
bc=b+c
ca=c+a.

Rozwiagzanie

Odejmujac stronami réwnanie drugie od pierw-
szego, otrzymujemy

ab—bc=a+b—b—c.
Przeksztalacajac réwnowaznie te zaleznosé, otrzymu-
jemy kolejno:
bla—c)=a—c,
(a—c)(b—1)=0.

Stad wniosek, ze a=c lub b=1. Jednak réwnosc¢
b=1 nie moze by¢ spelniona, bo wtedy rownanie pierw-
sze przybraloby sprzeczna posta¢ a =a+ 1. Wobec tego
a = c. Analogicznie wykazujemy, ze b=a. W konsekwen-
cjia=b=c.

7 pierwszego réwnania mamy wtedy a? = 2a, czyli
réwnowaznie a(a—2) =0. Stad a=0 lub a =2, a wiec
(a,b,¢)=1(0,0,0) lub (a,b,c) =(2,2,2).

Bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze istotnie obie
te trojki spetniaja dany uktad réwnan.

Zadanie 3. (II OMG, zawody II stopnia).

Wyznacz wszystkie tréjki (a,b,c) liczb rzeczywi-
stych spelniajace uktad réwnan:

a?+b2+c*=23
{ a+2b+4c=22.

Rozwigzanie

W tym przypadku zaréwno dodanie, jak i odjecie
réwnan stronami prowadzi do skomplikowanej zalezno-
$ci. Postapmy wiec nieco inaczej: pomnézmy najpierw
drugie réwnanie stronami przez 2:

a®+b*+c* =23
{ 2a+4b+8c=44
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i dopiero potem odejmijmy réwnania stronami:
a’?—2a+b*—4b+c* —8c=—21.
Uzyskana zaleznos¢ mozemy teraz zapisa¢ w postaci
a?—2a+1+4b*—4b+4+c* —8c+16=0,

albo, po zastosowaniu wzoru skréconego mmnozenia,
w postaci rownowaznej
(a—1)*+(b—2)*+(c—4)*=0.

Suma liczb nieujemnych jest réwna zero wtedy i tylko
wtedy, gdy kazda z nich jest réwna zero, wiec z powyz-
szego rOwnania wnioskujemy, ze a=1, b=2, c=4, czyli
(a,b,c)=1(1,2,4).

Jednak ta tréjka liczb nie spelnia pierwszego réw-
nania danego uktadu:

A0+ =124+22 442 =1+4+16=21#23.
Stad wniosek, ze dany uktad réwnan nie ma rozwigzan.

Powyzszy przyklad pokazuje, jak istotne jest spraw-
dzenie, czy otrzymane wartosci liczbowe istotnie spel-
niaja wyjsciowy uklad réwnan. Dodawanie (jak réwniez
odejmowanie) réwnan stronami nie jest bowiem prze-
ksztalceniem réwnowaznym. Innymi stowy, jezeli a=1»0
oraz c=d, to a+c=0b+d, natomiast nie odwrotnie: z réw-
noéci a+c=>b+d nie wynika, ze a=b oraz c=d, co mozna
sprawdzi¢ podstawiajac a=1, b=2, c=51id=4. Musimy
zatem pamietad, ze jesli rozwiazujemy uktad réwnan do-
dajac (lub odejmujac) réwnania stronami, to nalezy do-
konaé sprawdzenia, czy otrzymany na koncu wynik licz-
bowy faktycznie jest rozwiazaniem uktadu rownan.

W dalszej czesci artykulu zaprezentujemy jeszcze
kilka podobnych zadan.

Zadanie 4. (XVIII OM, zawody I stopnia)
Wyznacz wszystkie czworki (a,b,c,d) liczb rzeczy-
wistych spelniajace uktad réwnan:

a?+b>=cd
A +d%=ab.

Rozwigzanie
Po dodaniu stronami rownan danego uktadu, otrzy-
mujemy
a4+ 4+ +d?=ab+cd,
a stad kolejno:
a2+ +c*+d*—ab—cd=0
2a” +2b% +2¢ +2d* — 2ab—2cd =0
A+ 02+ 4d*+ (a—b)2+(c—d)*=0.
Suma liczb nieujemnych jest réwna zero wtedy i tylko
wtedy, gdy kazda z tych liczb jest réwna zero, skad wnio-
skujemy, ze
a=b=c=d=0.
WykazaliSmy zatem, ze jesli dany uktad ma rozwiazanie,
to moze nim byé tylko czwérka (a,b,c,d) =(0,0,0,0).
Bezposrednio sprawdzamy, ze czworka ta spelnia
podany uktad rownan.

Zadanie 5.

Rozwiaz uklad réwnan:
ab=a+b+1
bc=b+c+3

ca=c+a+T.

Rozwiagzanie
Wykorzystamy sztuczke z iloczynem, o ktérej mozna
przeczyta¢ w Kwadracie nr 5 (czerwiec 2012). Zapiszmy
dany uklad w postaci rownowaznej
ab—a—b+1=2
bc—b—c+1=4
ca—c—a+1=38,
albo po ,zwinieciu”:
(a—1)(b—1)=2
(1) (b—1)(c—1)=4
(c=1)(a—1)=8.
W poprzednich zadaniach odejmowaliémy albo doda-
waliSmy réwnania stronami. Teraz je pomnozymy stro-
nami. W efekcie uzyskujemy
((a=1)(b=1)(c—1))* =64,
skad
(a—1)(b—1)(c—1)=8 lub (a—1)(b—1)(c—1)=-8.
Po wykorzystaniu tych réwnosci oraz rownan ukla-
du (1), dostajemy
a—1=2,

b—1=1, c—1=4

lub
c—1=—4.

a—1=-2, b—1=-1,

Wobec tego

(a,b,¢)=(3,2,5) lub (a,b,c)=(-1,0,-3).
Bezposrednio sprawdzamy, ze obie trojki spetniaja dany
uktad réwnan.

Na koniec, jak zwykle, kilka zadan do samodziel-
nego rozwiazania. Wskazdéwki podamy w nastepnym nu-
merze Kwadratu.

Zadanie 6.
Rozwiaz uklady réwnan:
) 22 +9=2(22+y) b =2y =-5
a
y*4+9=22y+z). z+y?=2

Zadanie 7.
Wyznacz wszystkie piatki (a,b,c,d,e) liczb rzeczy-
wistych, dla ktérych:

ab=1, bc=2, cd=3, de=4, ea=5.

Zadanie 8.

Rozwiaz uklady réwnan:
(a+b)* =4c a’+3=3a+b

a) { (b+c)®=4a b) b’ +4=3b+c
(c+a)? = 4b, A +5=3c+a.

Tomasz Szymczyk
Pole

W tym artykule zajmiemy si¢ omoéwieniem wybra-
nych zadan geometrycznych zwigzanych z polem figury.
Bedziemy w nich korzysta¢ jedynie z dobrze znanego
wzoru na pole tréjkata S = %ah.

Oznaczmy przez [F] pole figury F.

Uzytecznym i czesto wykorzystywanym spostrzeze-
niem jest nastepujacy
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Fakt
Rézne punkty A, B, C' leza na prostej k, a punkt
X lezy poza prosta k (rys. 1). Wéwczas

[XAB] AB
(XBC]
X
A B C k
rys. 1 rys. 2

Aby uzasadnié¢ powyzsza rownosé, zauwazmy, ze
tréjkaty X AB 1 X BC' maja wspo6lng wysokosé h po-
prowadzona z wierzchotka X (rys. 2). Wobec tego

[XAB] -AB-h_Aj
-BC-h  BC’

[XBC]

co konczy dowad.

7 faktu tego wynika w szczegdlnosci, ze jesli punkt
B jest srodkiem odcinka AC, to pola tréjkatow X AB
i XBC sa réwne.

[SIEE NI

Zadanie 1.

Punkty K, L, M, N sa odpowiednio §rodkami bo-
kéow AB, BC, CD, DA czworokata wypuktego ABCD.
Odcinki KM i LN przecinaja sie w punkcie P. Udo-
wodnij, ze suma pol czworokatow AK PN i CMPL jest
rowna sumie pol czworokatéw BLPK i DNPM.

rys. 3

Rozwigzanie

Polaczmy punkt P z wierzchotkami czworokata
(rys. 4). Punkt K jest érodkiem odcinka AB, wiec na
mocy powyzszej obserwacji [AK P]=[BKP)].

Analogicznie dostajemy réwnoséci [CLP]=[BLP],
[CMP]=[DMP] oraz [ANP]=[DNP]. Dodajac stro-
nami powyzsze zaleznosci, uzyskujemy teze.

Zadanie 2.
Punkty K i L leza odpowiednio na bokach BC'i C A
trojkata ABC, przy czym
BK CL
KC LA
Punkt M jest srodkiem odcinka AB (rys. 5). Wykaz, ze
pole czworokata KCLM jest réwne polowie pola troj-
kata ABC.

Rozwigzanie

Na mocy faktu z poczatku artykutu,
[MBK]_%_A [MCL]_@_)\
[MKC] KC [MLA] LA

Oznaczmy przez a pole tréjkata M KC, a przez b pole
trojkata M LA (rys. 6). Wowczas powyzsze réwnosci pro-
wadza do zaleznoéci

[MBK|=MXa oraz [MCL]=Mb.
Poniewaz punkt M jest srodkiem odcinka AB, wiec
[BMC]|=[AMC]. Wobec tego mamy a+Aa=b+\b, czyli

a(l4+X)=b(1+)), skad a=»>. Otrzymujemy wiec osta-
tecznie

[KCLM]=a+ M a=1[ABC].

rys. 5

rys. 6

Zadanie 3. (III OMG, zawody I stopnia)

Dany jest czworokat wypukly ABCD o polu 1.
Punkt K jest symetryczny do punktu B wzgledem
punktu A, punkt L jest symetryczny do punktu C wzgle-
dem punktu B, punkt M jest symetryczny do punktu D
wzgledem punktu C, punkt N jest symetryczny do
punktu A wzgledem punktu D. Oblicz pole czworokata
KLMN.

Rozwigzanie

Podzielmy czworokat ABC D przekatna BD na dwa
trojkaty: DAB i BCD (rys. 7).

Poniewaz AB = K A, wiec na mocy spostrzezenia
z poczatku artykulu, [DAB] = [DK A]. Podobnie, skoro
ND=DA, to [DKA]=[NKD). Stad wniosek, ze

[KAN]=[DKA]|+[NKD]=2[DAB].
Analogicznie uzasadniamy, ze [M CL]=2[BCD]. Wobec
tego
(1) [KAN]+[MCL]=2([DAB]+[BCD])=2[ABCD].

rys. 8

rys. 7
Podzielmy z kolei czworokat ABC'D przekatna AC
na tréjkaty ABC' i CDA (rys. 8). Prowadzac analogiczne
rozumowanie do powyzszego, uzyskujemy
(2) [LBK|+[NDM]=2[ABCD].

Sumujac stronami zaleznosci (1) i (2), uzyskujemy
[KAN]+[MCL]+[LBK]|+[NDM]=4[ABCD].
Dodajac wreszcie do obu stron powyzszej réwnosci pole

czworokata ABC D, otrzymujemy
[KLMN]=5[ABCD]=5.

Zadanie 4. (V OMG, zawody I stopnia)

Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i CD.
Wyznacz wszystkie punkty P lezace wewnatrz tego tra-
pezu i spelniajace réwnos¢

[PAB])+[PCD]|=[PBC]+[PDA].

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze dana w tresci zadania réwno$é¢ sum
pol jest rownowazna stwierdzeniu, ze jedno z wyrazen
[PAB]+[PCD] lub [PBC]+ [PDA] jest réwne polowie
pola czworokata [ABC D). Poniewaz odcinki AB 1 CD sa
réwnolegle, wiec mozna przypuszczac, ze tatwiej bedzie
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rozpatrywaé pierwsze wyrazenie. Zapiszmy wiec dang
w tredci zadania réwno$é w postaci
[PAB] + [PCD] = %[ABCD] .

Niech z i y oznaczaja wysokosci odpowiednio tréj-
katéw PAB i PCD opuszczone z punktu P (rys. 9).
Niech ponadto AB =a oraz C'D =b. Powyzsza réwnosé
jest wtedy réwnowazna zaleznosci

a by _(a+b)(+y)

2 2 4 '
Przeksztalcajac to wyrazenie réwnowaznie, uzyskujemy
kolejno:

2ax +2by = ax+ay+bx + by,
ar—ay—bx+by=0,

(a—b)(x—y)=0.
D b C D C
P P
& i
A a B A B
rys. 9 rys. 10

Jedli a =0, to powyzsza réwnosé jest spelniona dla
dowolnych liczb = i y. To oznacza, ze jedli czworokat
ABCD jest réwnoleglobokiem, to kazdy punkt P z jego
wnetrza spelnia postulowang réwnosé.

Jesli natomiast a # b, czyli jedli trapez ABCD nie
jest réwnoleglobokiem, to zaleznos$é (a—b)(x—y)=0 jest
réwnowazna rownosci x =y. To zas$ oznacza, ze punkt P
lezy na prostej réwnoleglej do podstaw trapezu w jedna-
kowej odleglosci od prostych zawierajacych te podstawy
(rys. 10).

Konczac, proponujemy Czytelnikom kilka zadan do
samodzielnego rozwiazania. Wskazéwki do nich podamy
w nastepnym numerze Kwadratu.

Zadanie 5. (IV OMG, zawody II stopnia)

Dany jest réwnolegltobok ABC' D oraz punkt E na-
lezacy do boku BC. Przez punkt D prowadzimy prosta k
réownolegta do prostej AE. Na prostej k obieramy takie
punkty K, L, ze czworokat AEK L jest rownoleglobo-
kiem. Udowodnij, ze réwnolegtoboki ABCD i AEKL
maja réwne pola

Zadanie 6. (VI OMG, zawody I stopnia)

Dany jest szeSciokat wypukty ABCDEF. Punkt X
lezy wewnatrz tego szesciokata. Punkty K, L, M, N, P,
Q@ sa odpowiednio srodkami bokéw AB, BC, CD, DE,
EF, FA. Wykaz, ze suma pol czworokatow QAK X,
LCMX, NEPX nie zalezy od wyboru punktu X.

Zadanie 7. (I OMG, zawody III stopnia)

Dany jest réwnolegtobok ABC'D. Punkt E nalezy
do boku AB, a punkt F' do boku AD. Prosta EF prze-
cina prosta C' B w punkcie P, a prosta CD w punkcie Q.
Wykaz, ze pole tréjkata CEF jest rowne polu trdjkata
APQ.

Zadanie 8.

Pewna prosta dzieli pole i obwod tréjkata na po-
towy. Wykaz, ze prosta ta przechodzi przez $rodek
okregu wpisanego w ten tréjkat.

Zadanie 9.

Punkty D i E leza odpowiednio na bokach BC'i C A
trojkata ABC, przy czym

BD CFE

DC EA’
Odcinki AD i BFE przecinaja sie w punkcie P. Wykaz, ze
pole czworokata EPDC jest réwne polu trjkata ABP.

Zadanie 10.

Dany jest czworokat ABCD. Punkt M jest srod-
kiem boku CD. Wykaz, ze jezeli pole trojkata ABM
jest rowne polowie pola czworokata ABC'D, to czworo-
kat ten jest trapezem.

Anna Hodun

Wskazéwki do zadan z poprzedniego numeru
Jak znalezé wielo$cian?

Pod koniec artykutu pytaliémy Czytelnikéw o to, czy istnieje
dobry wieloScian (tzn. wieloScian wypukty o nieparzystej liczbie $cian
i taki, ze w kazdym jego wierzchotku zbiega sie parzysta liczba kra-
wedzi), ktéry ma co najwyzej 9 $cian. Naszkicujemy uzasadnienie,
ze taki wielo$cian nie istnieje.

Przypus$émy, ze istnieje dobry wielodcian W majacy co najwy-
zej 9 $cian. Wowcezas kazda $ciana tego wieloscianu musi by¢ tréjka-
tem. Rzeczywiscie, jesli pewna Sciana wieloScianu dobrego ma wiecej
niz 3 boki, to skoro w kazdym wierzchotku zbiegaja sie przynajmniej
4 krawedzie, wielodcian ten ma co najmniej 9 Scian (wskazanych na
rysunku 11). Ponadto mozna uzasadnié, ze $ciany te nie moga by¢
wszystkimi $cianami wieloscianu W. Wobec tego dobry wieloscian,
majacy Sciang o liczbie bokéw wigkszej od 3, musiatby mie¢ co naj-
mniej 11 Scian. Stad wniosek, ze kazda Sciana wieloScianu W musi
by¢ tréjkatem.

rys. 11

Niech nj dla k=4,6,8,... oznacza liczb¢ wierzchotkéw wielo-
$cianu W, z ktérych wychodzi doktadnie k krawedzi. Niech ponadto
s bedzie liczba $cian tego wielo$cianu. Poniewaz kazda Sciana wielo-
$cianu W ma trzy wierzcholki, wiec zliczajac liczby Scian, ktére sig
schodza w kazdym wierzchotku, uzyskujemy

3s=4n4+6ng+8ng+....
Otrzymali$my sprzeczno$é, gdyz po lewej stronie stoi liczba niepa-
rzysta, po prawej zas parzysta. Stad wynika, ze postulowany wielo-
$cian W nie istnieje.
Przechodzimy do zadan zamykajacych artykul.

1. Istnieje wielo$cian niewypukly o 6 $cianach. Aby go zbudo-
waé, sklej ze soba w odpowiedni sposéb dwa ostrostupy tréjkatne.

2. Odetnij od szescianu trzy jego naroza plaszczyznami, ktére
przechodza przez ustalony wierzchotek szescianu.

3. Aby skonstruowaé odpowiedni przyktad, zastosuj kilkakrot-
nie metode II do wielodcianu z rysunku 5.

4. Na podstawach graniastostupa tréjkatnego dobuduj ostro-
stupy w taki sposob, aby powstal wielo$cian, ktérego jedna ze $cian
jest szesciokat. Nastepnie sklej ten wieloScian w odpowiedni spos6b
z ostrostupem szesciokatnym.

Urok zbioru ,,mi”

3. Uzasadnij, ze p-punktami uktadu dwéch punktéw A i B sa
takie punkty S i T', ze czworokat ASBT jest kwadratem. Przepro-
wadZ rozumowanie podobne do rozwiazania zadania 1.

4. Wykaz najpierw, ze odlegtosci punktu A od prostych BS

i C'S sa rowne. Wywnioskuj stad, ze prosta AS zawiera dwusieczna
kata BSC.

Redaguje zespot w sktadzie: Waldemar Pompe (przewodniczacy KG OMG), Lukasz Rajkowski, Tomasz Szymczyk (ogélnopolski koordynator
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