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Jeden z uczestnikéow IX edycji OMG (2013/14) po-
stanowil zaskarbié¢ sobie wzgledy Komisji Odwolawczej
poprzez prezentacje swoich talentow humanistycznych
i sformutowanie odwotania w postaci krétkiego wier-
szyka:

Drodzy panowie, Drogie panie,

Chcialbym zlozyé odwolanie

Bo zadanie numer dwa

Rozwigzaé jestem w stanie!

Poetycka rekawica zostata podniesiona i w odpowie-
dzi na takie dictum Komisja Odwolawcza wyslala naste-
pujace uzasadnienie przyznanej oceny:

Chociaz zgodny z zalozZeniem

Punkt O ladnie Pan wyznacza,

Dowdd jego jedynosci

Troche Pana juz przytlacza.

Pragngc nie wprost rozumowaé

Inny punkt Z Pan obiera

I na punktach O, Z i X

Okrqgg Pan rysuje teraz.

LAC cze$cig jest Srednicy”

Twierdzi Pan, Ze sie okaze,

Lecz uzasadnienie tego

Pozostaje w strefie marzern.

Zas w kryteriach oceniania

Nie ma Zadnych wagtpliwos$ci:
Na sze$é punktow byl potrzebny
Dowdd tej jednoznacznosci.

Wiec komisja odwotawcza

Dluzej sie nie zastanawia

I z oceng pieciu punktow

Nadal Pana pozostawia.

My natomiast pozostawiamy Czytelnikowi ocene,
kto zwyciezyl w powyzszym pojedynku na rymy. ;) Zy-
czymy ponadto mitej lektury niniejszego wydania Kwa-
dratu oraz powodzenia w nowym roku szkolnym!

Redakcja

W kombinatoryce istnieje wiele probleméw, do roz-
wiazania ktorych wykorzystuje sie kolorowanie, czyli
wyrdznienie niektérych fragmentéow plaszczyzny celem
zilustrowania pewnych wlasnosci. Ponizej przedstawimy
kilka zadan, ktére przybliza ten temat. Skupimy sie na
kolorowaniach ztozonych z dwdch koloréw: bialego i ko-
lorowego.

W niektorych zadaniach uzyteczne okazuje sie na-
wet tak proste i intuicyjne kolorowanie, jak zwykta sza-
chownica.
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Czy szachownice 8 X 8 mozna ,,obskoczy¢” ruchami
konika szachowego, stajac na kazdym polu dokladnie
raz, jesli startujemy z lewego dolnego pola i konczymy
w prawym goérnym?

Zauwazmy, ze wykonanie ruchu konikiem szacho-
wym powoduje zmiane koloru pola, na ktérym on stoi.
To oznacza, ze jesli startujemy z pola bialego (rys. 1), to
po pierwszym ruchu konik znajdzie si¢ na polu koloro-
wym, po drugim ruchu — na polu bialym, po trzecim —
znéw na kolorowym itd. Aby ,obskoczy¢” cala szachow-
nice i na kazdym polu by¢ dokladnie raz, potrzebne sg 63
ruchy. Jednak po wykonaniu 63 ruchéw konik znajdzie
sie na polu kolorowym, a prawe gérne pole szachownicy
jest biale. To oznacza, ze odpowiedZ na pytanie posta-
wione w zadaniu jest negatywna.

rys. 1 rys. 2

Czesto w zadaniach dotyczacych szachownic mamy
do czynienia z pokrywaniem ich r6znymi figurami (na
przyklad tetraminami czy prostokatami) w taki sposéb,
aby cala powierzchnia zostala pokryta, a figury ani nie
nachodzily na siebie ani nie wystawaly poza szachow-
nice. Przyjrzyjmy sie ponizszemu problemowi.

Czy kwadrat 10 x 10 mozna pokry¢ tetraminami
w ksztalcie litery T (zob. rysunek ponizej), sktadaja-
cymi sie z czterech pél 1 x17

+

Przypusémy, ze opisane pokrycie jest mozliwe. Po-
kolorujmy dany kwadrat 10 x 10 w szachownice, jak po-
kazano na rysunku 2. Zauwazmy, ze do pokrycia kwa-
dratu potrzebnych jest 12—0 =25 klockow tetramina, czyli
ich nieparzysta liczba. Ponadto kazde tetramino zajmuje
1 lub 3, czyli nieparzysta liczbe kolorowych pél. Stad
liczba kolorowych pdl zajetych przez wszystkie tetra-
mina jest nieparzysta, podczas gdy liczba kolorowych
poél kwadratu jest parzysta. Uzyskana sprzecznosé ozna-
cza, ze nie istnieje szukane pokrycie.

Czy kwadrat 10 x 10 mozna pokry¢ klockami o wy-
miarach 1 x47
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Sposdb 1

Pokolorujmy kwadrat jak na rysunku 3.

Kazdy klocek 1 x4 zajmuje doktadnie jedno kolo-
rowe pole. Takich pdl jest 26. Aby wiec pokryé¢ szachow-
nice, nalezy uzy¢ 26 klockéw. Jednak do jej pokrycia po-
trzebnych jest dokladnie 19 =25 klockéw. Odpowiedz

4
na postawione w zadaniu pytanie jest wigc negatywna.

rys. 3

Sposdéb 11

Rozwazmy kolorowanie pokazane na rysunku 4.
Kazdy klocek pokrywa dwa kolorowe pola i dwa biate
pola, wiec wszystkie klocki powinny pokrywaé tacznie te
samay liczbe bialtych i kolorowych pdl. Tymczasem kwa-
drat zawiera 52 pola kolorowe oraz 48 pol biatych. Do-
chodzimy wiec znéw do wniosku, ze nie istnieje zadane
pokrycie.

rys. 4

Pewien prostokat pokryto klockami, z ktérych
kazdy jest wymiaru 2 x 2 lub 1 x 4. Nastepnie zebrano
wszystkie klocki i wymieniono jeden klocek 2 x 2 na klo-
cek 1x4. Wykaz, ze nie da sie pokryé¢ wyjsciowego pro-
stokata tak otrzymanym nowym zestawem klockow.

Pokolorujmy prostokat tak, jak pokazano na ry-
sunku 5. Kazdy klocek 2 x 2 pokrywa wéwczas doktadnie
jedno, czyli nieparzysta liczbe kolorowych pdl, a prosto-
kat 1 x4 pokrywa 0 lub 2, czyli parzysta liczbe koloro-
wych pdl. Z tego wynika, ze po wykonaniu opisanej za-
miany parzysto$é liczby kolorowych pél pokrytych przez
klocki zmieni sie, czyli pokrycie wyjsciowego prostokata
przestanie by¢ mozliwe.

rys. 5 rys. 6

Udowodnij, ze kwadratu 9 x 9 nie mozna pokry¢
klockami, z ktérych kazdy jest wymiaru 1 x5 lub 1 x 6.

Przypu$émy nie wprost, ze opisane pokrycie jest
mozliwe. Pokolorujmy kwadrat tak, jak pokazano na ry-
sunku 6. Kazdy klocek pokryje co najmniej jedno kolo-
rowe pole, a klocek zajmujacy pole centralne pokryje co
najmniej pie¢ kolorowych pdl. Kolorowych pdl jest 17,
wiec do pokrycia kwadratu mozemy uzy¢ co najwyzej
17—5+1=13 klockéw. W takim razie klocki pokryja
co najwyzej 13-6 =78 pdl, a kwadrat 9 x 9 ma 81 pdl.
Otrzymana sprzecznosé konczy dowdd.
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Wyznacz wszystkie liczby naturalne n o nastepuja-
cej wlasnosci: w kwadracie n X n mozna umiesci¢ nie na-
chodzace na siebie klocki 1 x4 w taki sposéb, aby zajete
byly wszystkie pola nie lezace przy brzegu (nalezy wy-
pelnié szczelnie kwadrat (n—2) x (n—2), a klocki moga
wystawaé jedno pole poza ten kwadrat).

Rozwazmy przypadki:

(1) Liczba n jest podzielna przez 4. W tym przy-
padku pokrycie jest mozliwe, wypelniamy caly kwadrat
nxn.

(2) Liczba n daje reszte 1 z dzielenia przez 4. W tym
przypadku mozemy pokry¢ klockami narozny kwadrat
o boku n—1, woéwczas w szczegdlnosci caly centralny
kwadrat (n—2) x (n—2) zostanie pokryty.

(3) Liczba n daje reszte 2 z dzielenia przez 4. Wy-
peliamy klockami kwadrat (n—2) x (n—2) polozony
centralnie w kwadracie n x n.

(4) Liczba n daje reszte 3 z dzielenia przez 4. Kolo-
rujemy kwadrat tak, jak pokazano na rysunku 7. Kazdy
klocek pokrywa wéwcezas parzysta liczbe kolorowych pél
(0 lub 2). Z drugiej strony liczba kolorowych pél wy-
nosi ”T_l . "T_l, co jest iloczynem dwoch liczb nieparzy-
stych, czyli liczba nieparzysta. Oznacza to, ze w tym
przypadku nie istnieje zadane wypelnienie kwadratu.

Odpowiedz. Warunki zadania spelniaja te liczby na-

turalne n > 4, ktére nie daja reszty 3 przy dzieleniu
przez 4.

rys. 7 rys. 8

Do rozwiazania kolejnego zadania zastosujemy nie-
intuicyjne kolorowanie, w ktérym pewne kwadraty jed-
nostkowe beda kolorowe tylko w polowie.

Czy kwadrat 13 x 13 mozna pokry¢ klockami, z kto-
rych kazdy ma wymiary 2 x 2 lub 3 x 37

Pokolorujmy kwadrat tak, jak pokazano na ry-
sunku 8 (wyréznione prostokaty maja wymiary 1 X %)
Wowczas kazdy z klockow 2x2 1 3x3 pokrywa taka sama
powierzchnie biala, co kolorowa. Zatem, aby rozwazane
pokrycie istnialo, powierzchnia kolorowa powinna by¢
réwna powierzchni biatej. Mozemy jednak tatwo poli-
czy¢, ze powierzchnia biala zajmuje tacznie 84 pojedyn-
cze pola, a powierzchnia kolorowa — 85 pdl.

Na koniec proponujemy kilka zadan do samodziel-

nego rozwiazania. Wskazéwki do nich podamy w kolej-
nym numerze Kwadratu.



Gazetka Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow

Czy szachownice 8 x 8 mozna pokry¢ pigtnastoma
tetraminami w ksztalcie litery L (zob. rysunek ponizej),
sktadajacymi sie¢ z czterech kwadratéw 1x 1, oraz jed-

nym kwadratem 2 x 27

Kwadrat o wymiarach 7 x 7 jest pokryty szesna-
stoma klockami o wymiarach 3x 1 i jednym o wymiarach
1x1. Jakie sa mozliwe potozenia klocka 1 x1 w tym kwa-
dracie?

Wszystkie pola pokratkowanej plaszczyzny sg po-
kolorowane na biato. Przeprowadzamy wielokrotnie na-
stepujaca operacje: wybieramy dowolny kwadrat 3 x 3
lub 4 x4, po czym kazde jego czarne pole przekolorowu-
jemy na biale, a biale na czarne. Czy za pomoca skon-
czonej liczby takich operacji mozna otrzymadé plaszczy-
zne, w ktérej pola pewnego kwadratu 2 x 2 sa czarne,
a pozostale pola sg biate?

Anna Hodun

Danych jest n liczb dodatnich aq,as,...,a,. Wow-
czas $rednig arytmetyczng tych liczb nazywamy liczbe
A zdefiniowana wzorem

A a1—|—a2—|—...—|—an,
n
natomiast $redniq geometryczng tych liczb nazywamy

liczbe G zdefiniowana wzorem

G=¥ai-az-...-ap.
W rozwiazaniach wielu zadan mozna skorzysta¢ z na-
stepujacej waznej wlasnosci: dla dowolnych liczb dodat-
nich ai,as,...,a, zachodzi nieréwnosé G< A, przy czym
réowno$é¢ G =A ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy
a1 =0a2 =...=0p.

Nie bede w tym artykule dowodzil tej nieréwnosci,
pokaze tylko kilka jej zastosowan. Zaczne od rozwiaza-
nia zadania, ktére znalazlo sie na zawodach pierwszego
stopnia I Olimpiady Matematycznej (r. szk. 1949/50).
Nieréwnos$é bedaca tematem tego zadania zostata wy-
bita w 1999 r. na medalu pamiatkowym z okazji 50-lecia
Olimpiady Matematycznej.

(I OM, zawody I stopnia)
Udowodnij, ze jesli m >0, to m+— > 3.
m

Rozwazmy nastepujace trzy liczby dodatnie:

m m 4
a1 = — a9 = — as —=—5.
2’ 2’ m2
Woéwecezas
3/m m 4
G=¥a1ay-a3=4{| = = —=1
2 2 m? ’

natomiast

]

Podstawiajac do nieréwnosci G < A uzyskane wielkosci,
otrzymujemy natychmiast teze.

3

Mozemy jeszcze dodatkowo zauwazy¢, ze réwnoscé
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a; = as = as, czyli
wtedy i tylko wtedy, gdy m/2=4/m?. Wyznaczajac m
z ostatniego réwnania, dostajemy m = 2.

Udowodnij, ze jesli m >0, to
2
m2+=>3
m
oraz wyznacz wszystkie dodatnie liczby m, dla ktérych

zachodzi réwnosé.

Tym razem wezmy pod uwage nastepujace trzy
liczby dodatnie:

9 1 1
a;=m-, ag=—, a3=—.
m m
Woéwezas
1 1
G=3¥ai-az-az= {|m2- — - —=1,
ai-as-as m mm
natomiast
1 1 1 1 2
A:*(m2+f+f):f(m2+—).
3 m m 3 m

Podstawiajac uzyskane wielkosci do nieréwnosci G < A,
uzyskujemy teze.

Réwno$¢ w dowodzonej nieréwnosci jest spelniona
wtedy i tylko wtedy, gdy a1 =as =as, czyli wtedy i tylko
wtedy, gdy m? =1/m. Ostatnia zaleznos¢ jest spetniona
jedynie dla m=1.

Teraz pokaze, w jaki sposdéb mozna wykorzystaé
nieréwno$¢ miedzy srednimi do rozwiazywania tzw. za-
dan optymalizacyjnych. Wiaze sie z tym jednak pewna
trudnos¢. Zobaczymy ja na przykladzie nastepujacego
zadania.

Dana jest prostokatna kartka papieru o dtugosci 24
i szerokosci 9. Z tej kartki wycinamy cztery kwadraty
na rogach, zaginamy wzdluz linii przerywanych (rys. 9)
i tworzymy pudetko. Znalez¢ dlugo$é boku odcinanych
kwadratéw, dla ktérej objeto$é otrzymanego pudetka
jest mozliwie najwieksza.

Niech x oznacza dhugo$é boku odcinanych kwadra-
tow. Wowczas objetoéé pudeltka wyraza sie wzorem
V=(24-2z)-(9—2z)- .
Rozpatrzmy nastepujace trzy liczby dodatnie:
a1 =24—2x,

Mamy wéwczas
a;+ags+a
G:\3/a1-a2-a3:\/34V oraz A:%:

Skoro G < A, wiec VAV <11. Zatem 4V <113 = 1331,
czyli V < 332,75.

Czy jednak stad wynika, ze najwicksza mozliwa ob-
jetosé pudelka jest réwna 332,757 Aby to sprawdzic,
sprébujmy obliczyé diugosé z, dla ktérej V = 332,75.
Wtedy mamy takze G = A. Wiemy, ze ta réwnoéé jest

as=9—2x oraz az=4x.

11.



4

spetniona wtedy i tylko wtedy, gdy a1 =as =as. Zatem
uzyskujemy stad 24 —2x =9 — 2z =4x. Jednak pierwsza
z tych réwnoéci nie moze zachodzi¢ dla zadnego x. Wo-
bec tego spelniona jest nieréwnosé ostra: G < A, a wiec
w konsekwencji V' < 332,75.

Otrzymalismy zatem tylko oszacowanie gorne: ob-
jetosé kazdego pudelka, w tym takze tego o maksymal-
nej objetosci, jest mniejsza od 332,75. Nadal jednak nie
wiemy, ile dokladnie ta maksymalna objetos¢ wynosi.

Rozpatrzmy z kolei inne liczby dodatnie:
a1 =24 -2z,
Stad dostajemy
G=3/(24—2x)- (36 —8x)-10z =
= /40 (24 —21)(9 —2x)z = V40V

as=36—8r oraz az=10x.

oraz
24—-2x+36—-8x+10x _ 60 _
3 3
Nieréwnos$¢ miedzy $rednimi G < A daje nam teraz
Y40V =G < A =20,
czyli 40V <202 =8000. Ostatecznie V < 200. Otrzymali-
Smy zatem lepsze szacowanie: widzimy, ze objetosé¢ pu-
detka jest mniejsza lub réwna 200. Czy jednak tym ra-
zem jest to objeto$¢ maksymalna?

A= 20.

Sprawdzmy, podobnie jak wyzej, czy istnieje taka
wielkosé x, dla ktérej V =200. Réwnos¢ ta jest spel-
niona wtedy i tylko wtedy, gdy G = A, czyli wtedy
i tylko wtedy, gdy a1 =as =as. Z réwnosci a1 =as, czyli
24 —2x = 36 — 8z, uzyskujemy wowczas x =2. Wtedy

a1=24—-2-2=20, a2=36—-8-2=20, a3=10-2=20.

Okazalto sie wiec, ze jesli x =2, to a1 =as =a3=201i dla
tych liczb otrzymujemy G = A, a wigc V =200. Podsu-
mowujac: dla kazdego z, objetos¢ powstalego pudeltka
nie przekracza 200, a dla z =2 objetosé¢ ta réwna sie
200. Wobec tego szukana maksymalng objetoscia jest
V' =200.

Dany jest kwadrat ABCD i prosta k przechodzaca
przez jego Srodek. Zalézmy, ze prosta k przecina bok
AB kwadratu w takim punkcie P, ze AP < BP. Odbi-
jamy kwadrat ABCD symetrycznie wzgledem prostej k.
Wyznacz dtugos¢ odcinka AP, dla ktérej figura ztozona
z kwadratu ABC'D i jego odbicia symetrycznego ma naj-
wieksze pole.
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Zauwazmy najpierw, ze interesujaca nas figura
sklada sie z kwadratu ABC D i czterech tréjkatéw przy-
stajacych do tréjkata PA'Q (rys. 10). Zauwazmy na-
stepnie, ze AP = A'P oraz BQ = A’Q. Niech AB=1,
AP =p oraz BQ =q. Mamy wowczas

pHVP* @ +q=1,

skad po nietrudnych obliczeniach dostajemy

_1-2p
=5 9,
Zatem pole naszej figury jest réwne
1-2 1—2p?
144 Pd oy P2 12207
2 1-p 1-p

Niech teraz r=1—p. Wowczas p=1—r i rozwazane pole
jest réwne

1-2(1-r)2 1-2 —2r?
(1—7r) _ +4r—2r 4 (27’+1).
r r 7

Pole naszej figury jest wiec najwieksze dla takiego r, dla
ktérego 27“—}—% jest najmniejsze. Ale wiemy, ze

1(2r+1) Sy ol eapli 24t s09v3,

2 r r r

przy czy réwnos¢ ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy
2r =1/r, czyli wtedy, gdy r=1/v/2.

Mamy zatem odpowiedz: najwigksze pole uzysku-
jemy dla odcinka AP o dtugosci 1—1/v/2~0,2929 i jest
ono réwne 4—2v/2~1,1716.

Na koniec proponuje nastepujace zadania do samo-
dzielnego rozwiazania.

Wykaz, ze jesli liczby a, b oraz m sa dodatnie, to

b 3/a?b 5 b 3/ ab?
— > — — > —.
(a) am—i—m2 3 1 (b) am +m 3 1

Majac dane liczby a, b, wyznacz wszystkie liczby m, dla
ktorych spelniona jest réwnoscé.
(XLI OM, zawody I stopnia)
Wyznacz najwiekszg wartos¢ iloczynu

n
n

ai-a3-a3-...-a
gdzie aq,a9,...,a, sa dodatnimi liczbami o sumie 1.
Wojciech Guzicki

18. Wykorzystaj twierdzenie 4 i postepuj podobnie jak w za-
daniu 14. Odpowiedz: 210.3,

19. Wykorzystaj twierdzenie 4, aby ustali¢ mozliwe postaci (*)
szukanych liczb. Nastepnie wez pod uwage, ze 100 = 22 .52 Odpo-
wiedZ: 400 oraz 2500.

20. Nie. Wykorzystaj twierdzenia 3 i 4, by sprawdzié, ze sze-
$ciany liczb caltkowitych maja liczbe dzielnikéw niepodzielna przez 3.

21. Wywnioskuj z twierdzenia 5, jakiej postaci musi by¢ liczba,
aby suma wszystkich jej dodatnich dzielnikow byta liczba pierwsza.
Odpowiedz: 24 oraz 5°.

22. Zauwaz, ze liczby wzglednie pierwsze nie maja wspdlnych
dzielnikéw pierwszych. Nastepnie wykorzystaj postaé () liczb n i k
oraz twierdzenie 5.

23. Sprawdz, ze zachodzi réwnosé

(Pi—1)(A+pi+pi+...+pX)=pXiti—1

i wykorzystaj twierdzenie 5.



