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O tukach réwnej dtugosci

Znane twierdzenie mowi, ze w kazdym okregu katy
wpisane oparte na tym samym tuku maja rowne miary.
Wiemy takze, ze réwne miary maja katy wpisane oparte
na dwoéch tukach réwnej dtugosci. Réwniez odwrotnie:
jezeli katy wpisane oparte na pewnych dwéch tukach
maja réwne miary, to tuki te sa réwnej dlugosci (rys. 1).

D

rys. 1 rys. 2

Ponadto, jezeli tuki AB i C'D tego samego okregu
sa rownej dlugosci, to cigciwy AB i C'D sa takze rownej
dtugosci. Réwniez odwrotnie: jezeli cieciwy AB i C'D
jednego okregu sa réwnej dlugosci, to krotszy tuk AB
tego okregu jest réwny krétszemu tukowi CD (rys. 2).
Wynika stad natychmiast nastepujace uzyteczne twier-
dzenie.

Twierdzenie 1.

Czworokqt ABCD jest wpisany w okrag (rys. 3).
Wowczas polprosta DB jest dwusieczng kgta ADC
wtedy 1 tylko wtedy, gdy AB = BC.

D c
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rys. 3 rys. 4

Pomimo swojego prostego sformulowania, powyzsze
twierdzenie ma wiele zastosowan w zadaniach olimpij-
skich. Spéjrzmy na dwa przyktady.

Zadanie 1.

Dany jest trojkat ABC. Wykaz, ze symetralna boku
AB i dwusieczna kata ACB przecinaja sie w punkcie
lezacym na okregu opisanym na trojkacie ABC.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez D srodek tego tuku AB okregu opi-
sanego na trojkacie ABC, ktéry nie zawiera punktu C
(rys. 4). Poniewaz tuki AD i DB sa réwnej dlugoéci, wiec
AD = DB, czyli punkt D lezy na symetralnej boku AB.
Z twierdzenia 1 dla czworokata ADBC dostajemy z ko-
lei, ze pélprosta CD jest dwusieczna kata AC B. Zatem
punkt D jest punktem przeciecia symetralnej boku AB
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i dwusiecznej kata AC'B, a przy tym lezy na okregu opi-
sanym na trojkacie ABC.

Zadanie 2.

W tréjkacie ABC zachodzi réwnoéé SACB = 60°.
Dwusieczne katéw BAC i ABC tego trojkata przeci-
naja boki BC i AC' odpowiednio w punktach D i E.
Oznaczmy przez I punkt przecigcia tych dwusiecznych.
Wykaz, ze ID=1IF (rys. 5).

Rozwigzanie

Katy FEID oraz AIB sa wierzchotkowe, zatem

IEID =<4AIB=180°—<IAB—<JIBA.
Poniewaz pélproste AI i BI sa dwusiecznymi katéw
trojkata ABC, wiec
JCAB+94CBA
—

Skoro $ACB =60°, a suma miar katéw w tréjkacie wy-
nosi 180°, to $CAB+ JCBA =120°. Wobec tego
120°

JEID =180° —

JIEID =180°— =120°.

W czworokacie EIDC mamy zatem
IEID+<SECD =120°+60° = 180°,

wiec czworokat ten mozna wpisa¢ w okrag. Poniewaz
prosta CT jest dwusieczna kata EC'D (w tréjkacie dwu-
sieczne katoéw wewnetrznych przecinaja sie w jednym
punkcie), to z twierdzenia 1 zastosowanego dla czwo-
rokata EIDC uzyskujemy ID =1FE. To kohczy rozwia-
zanie zadania.

rys. 6

rys. 5

Ciegciwy rownej dtugosci pojawiaja sie takze wtedy,
gdy wpisujemy w okrag trapez.

Twierdzenie 2.

Czworokgt ABCD jest wpisany w okrag (rys. 6).
Wowcezas proste AB i CD sq réwnolegle wtedy i tylko
wtedy, gdy BC=DA.

Dowéd

Proste AB i CD sa réwnolegle wtedy i tylko wtedy,
gdy SYBAC = ¥DCA. Réwno$é ta z kolei jest réwno-
wazna zaleznosci BC = DA, co koniczy dowdd twierdze-
nia.

/Vé\ Stowarzyszenie

= narzecz Edukacji
VMV Matematycznej

)E KAPITAL LUDZKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

MINISTERSTWO
EDUKACJI ()
NARODOWEJ

——

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspétfinansowany przez Unie Europejska w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



KWADRAT, nr 14 — grudzien 2014

Zadanie 3.

Dany jest trapez ABC'D o podstawach AB i CD,
wpisany w okrag o. Na okregu tym wybrano punkty
P, Q rézne od A, B w taki sposéb, ze punkty A, P,
Q, B, C, D lezag na okregu o w tej wlasnie kolejnosci
(rys. 7). Odcinki PC i QA przecinaja si¢ w punkcie X,
a odcinki PB i @D przecinaja sie¢ w punkcie Y. Wykaz,
ze punkty P, @, X, Y leza na jednym okregu.

Rozwigzanie
Poniewaz proste AB i C'D sa réwnolegle, wiec
z twierdzenia 2 wnioskujemy, ze BC'=DA. Wynika stad,
ze tuki DA i BC maja rowne dlugosci, a w zwigzku
z tym katy BPC i DQA wpisane w okrag o maja réwne
miary:
JYPX =4BPC=9DQA=4YQX.

Poniewaz punkty P i Q leza po tej samej stronie prostej
XY, wiec ostatnia réwnosé oznacza, ze punkty P, @,
X, Y leza na jednym okregu. To konhczy rozwiazanie
zadania.

D C
o
A
P
Q
rys. 7 rys. 8
Zadanie 4.

W tréjkacie ABC katy wewnetrzne przy wierzchol-
kach A i B maja miary 40°. Dwusieczna kata ABC' prze-
cina odcinek AC' w punkcie D (rys. 8). Udowodnij, ze
BD+CD=AB.

Rozwigzanie

Na boku AB obieramy taki punkt E, ze spelniona
jest réwnoéé S BED =80°. Wéwczas

IBCD+<BED =100° +80° = 180°.

Wobec tego czworokat BC' DE mozna wpisa¢ w okrag.
Poniewaz polprosta BD jest dwusieczng kata FBC,
wiec korzystajac z twierdzenia 1, uzyskujemy CD = DE.
Ponadto
YADE = YDEB —4DAB =80° —40° =40° = 4DAE,
skad wynika, ze DE = AFE. Podobnie,

IEDB=180° -~ 4YDEB—~4YEBD =

=180° —80° —20°=80° =4DEB,
skad wniosek, ze BD = BE. Otrzymujemy wiec
BD+CD=BE+AE=AB,

co konczy rozwiazanie zadania.

Przedstawiamy takze kilka zadan do samodzielnego
rozwiazania. Wskazowki do nich zamie$cimy w kolejnym
numerze Kwadratu.

Zadanie 5.

W czworokacie ABCD spelnione sa nastepujace
réwnoéci: XBCD = <BAD =60°. Punkt O jest $rod-
kiem okregu opisanego na tréjkacie BC'D. Udowodnij,
ze YBAO =<DAO.

Zadanie 6.

Punkty D i E leza na boku AC tréjkata ABC. Pé6l-
proste BD i BE dzielg kat ABC na trzy réwne katy.
Okrag przechodzacy przez punkt B przecina pdlpro-
ste BA, BC, BD, BE odpowiednio w punktach K, L,
M, N. Wykaz, ze punkty K, L, M, N sa wierzchotkami
trapezu.

Zadanie 7.

W trojkacie ABC okrag wpisany o srodku I jest
styczny do bokéw BC, CA, AB odpowiednio w punk-
tach Ay, Bi, Cy. Odcinki AI, BI, CI przecinaja ten
okrag odpowiednio w punktach Ay, By, Co. Udowodnij,
ze proste Aj;As, By By, C1C5 przecinajg sie w jednym
punkcie.

Zadanie 8.

W czworokacie ABC'D wpisanym w okrag spel-
niona jest réwno$¢ AB = BD. Na przedluzeniu prze-
katnej AC poza punkt C' wybrano taki punkt FE, zZe
CE=CD. Wykaz, ze BE=BD.

Zadanie 9.

Szesciokat ABCDEF jest wpisany w okrag, przy
czym AB || DE oraz BC|| EF. Udowodnij, ze CD || F A.

Kamil Rychlewicz

Sukces Polakéw na MEMO

VIII Srodkowoeuropejska Olimpiada Matematyczna
(Middle European Mathematical Olympiad, MEMO)
odbyta sie w dniach 18-24 wrzesnia 2014 r. w niemiec-
kim Dreznie. W konkursie wystartowalo szesédziesie-
cioro zawodnikéw z dziesieciu panstw: Austrii, Chorwa-
cji, Czech, Litwy, Niemiec, Polski, Stowacji, Stowenii,
Szwajcarii oraz Wegier. W sklad polskiej delegacji, wy-
lonionej na podstawie wynikow LXV Olimpiady Mate-
matycznej (2013/2014), weszli:

e Stanistaw Frejlak (XIV LO w Warszawie),

e Damian Glodkowski (XIV LO w Warszawie),

o Adam Klukowski (XIV LO w Warszawie),

e Mateusz Kobak (LO im. Jana Pawtla IT Siéstr Pre-

zentek w Rzeszowie),

Konrad Jan Paluszek (XIV LO w Warszawie),

e Mariusz Trela (Publiczne Gimnazjum nr 52 Ojcéw
Pijaréw w Krakowie).

Wszyscy wyzej wymienieni uczniowie byli laure-
atami poprzednich edycji OMG.

Zawody indywidualne odbyly sie 20 wrzesnia. Do
rozwigzania byly cztery zadania w pie¢ godzin. Przy-
znano trzy zlote, jedenascie srebrnych i osiemnascie bra-
zowych medali. Trzynascioro uczestnikoéw zostato nagro-
dzonych wzmianka zaszczytna za poprawne rozwiazanie
przynajmniej jednego zadania. Dzien pdzniej rozegrano
zawody druzynowe, polegajace na wspolnym rozwiazy-
waniu o$miu zadan.

Polacy spisali sie bardzo dobrze. W zawodach indy-
widualnych wywalczyli cztery srebrne oraz dwa brazowe
medale. Srebra zdobyli: Adam Klukowski, Mariusz Trela
(4. miejsce ex aequo), Konrad Jan Paluszek (7. miej-
sce) oraz Damian Glodkowski (13. miejsce). Stanistaw
Frejlak i Mateusz Kobak przywiezli braz, zajmujac 25.
miejsce ex aequo. Wygrali Chorwat Ivan Lazari¢ oraz
Wegier Kada Williams, nie tracac ani jednego punktu.
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W zawodach druzynowych zwyciezyli Polacy, roz-
wigzujac siedem zadan i uzyskujac 54 punkty na 64
mozliwe. Na drugim miejscu uplasowali sie Wegrzy,
a na trzecim Chorwaci, tracac odpowiednio dwa i osiem
punktow do Polakéw. Na uwage zastuguje fakt, ze tylko
polska druzyna otrzymalta maksymalng liczbe punktéw
za zadanie drugie — piekielnie trudna nieréwnosé funk-
cyjna. Warto tez podkreslié, ze Polacy zaskoczyli wszyst-
kich niezwykle eleganckim rozwiazaniem zadania szo6-
stego — bardzo trudnej geometrii, ktéra oprécz Polakow
rozwiazali tylko Wegrzy. Szkic tego rozwiazania prezen-
tujemy ponizej.

Przysztoroczne zawody odbeda sie w mieécie Koper
w Stowenii pod koniec sierpnia 2015 roku.

Zadanie 6. (VIII MEMO, zawody druzynowe)
Okrag k wpisany w tréjkat ABC jest styczny do
boku BC w punkcie D. Prosta AD przecina okrag k
w punkcie L # D. Punkt K jest érodkiem okregu dopi-
sanego do boku BC tréjkata ABC. Niech M i N beda
odpowiednio érodkami odcinkéw BC' i KM. Wykazad,
ze punkty B, C, N i L leza na jednym okregu.
Rozwigzanie polskiej reprezentacji (szkic)
Niech F' bedzie punktem stycznosci okregu k z od-
cinkiem AB (rys. 9). Wéwczas zachodza réwnosci

$FLD=<4FDB=90°—14ABC=JMBK.
Mozna dowiesé, ze proste AD i MK sa réwnolegle (wy-
kazemy to w nastepnym numerze Kwadratu), a zatem
ILDF =<4<MK B. Na mocy cechy podobienhstwa tréjka-
tow kat—kat wnioskujemy, ze AFLD ~ AMBK.

g

rys. 9

Niech X bedzie $rodkiem odcinka FD. Wéwczas
AMBN ~ AFLX, zatem <MBN = JFLX. Ponadto
prosta LB jest symediana tréjkata FLD (wiecej na ten
temat w nastepnym numerze Kwadratu), skad wynika,
ze SFLX =<4BLD. To oznacza, ze SMBN =<BLD.

Analogicznie $MCN = SCLD. Wobec tego

IBLC+JICNB=<YMBN +JMCN +JCNB=180°.

Otrzymana réwnosé oznacza, ze na czworokacie BLC' N
mozna opisa¢ okrag, co byto do wykazania.
Tomasz Ciesla

Zmagania z utamkami

Aby skrécié ulamek, w ktérego liczniku i mianow-
niku znajduja sie dodatnie liczby calkowite, dzielimy
obie liczby przez ich najwiekszy wspélny dzielnik. Mozna
go wyznaczy¢, rozkltadajac licznik i mianownik na czyn-
niki pierwsze. Czasami jednak rozklad danej liczby na
czynniki pierwsze moze by¢ klopotliwy. W takiej sytu-
acji czesto pomocne jest nastepujace twierdzenie, zwane
algorytmem Fuklidesa.

Twierdzenie 1. (algorytm Euklidesa)

Jesli a 1 b sqg dodatnimi liczbami calkowitymi oraz
a>b, to NWD (a,b) =NWD (a—b,b).

Dowéd

Jedli d jest dzielnikiem obu liczb a i b, to liczba d
jest takze dzielnikiem ich réznicy a—b. I odwrotnie: je-
§li d jest dzielnikiem obu liczb a—b i b, to liczba d jest
takze dzielnikiem ich sumy, czyli a. Wobec tego pary
liczb a, b oraz a—b, b maja takie same wspolne dziel-
niki. W szczegdlnosci wiec najwigkszy wspélny dzielnik
liczb a, b jest réwny najwickszemu wspélnemu dzielni-
kowi liczb a—b, b, co konczy dowdd twierdzenia.

Zadanie 1.
Dane sa dodatnie liczby calkowite a i b. Wykaz, ze
jezeli utamek  jest nieskracalny, to takze utamek
a+2b
a+3b

jest nieskracalny.

Rozwiagzanie

Skoro utamek ¢ jest nieskracalny, to NWD (a,b)=1.
Wobec tego, wykorzystujac kilkakrotnie algorytm Eukli-
desa, uzyskujemy
NWD (a+2b,a+3b) =NWD (a+2b,b) =

=NWD (a+b,b) =NWD (a,b)=1,

co konczy rozwiazanie zadania.

Zadanie 2.

Wyznacz wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych
2

utamek

jest nieskracalny.

Rozwigzanie
Podobnie jak wyzej, szukamy takich liczb natural-
nych n, dla ktérych najwiekszy wspélny dzielnik liczb
n?+61in+1 jest réwny 1.
Korzystajac z algorytmu Euklidesa i odejmujac
(n—1)-krotnie liczbe n+1 od liczby n? + 6, uzyskujemy
NWD (n?+6,n+1) =
=NWD (n?+6—(n—1)(n+1),n+1)=
=NWD (7,n+1).

Wobec tego najwickszy wspélny dzielnik liczb n? + 6
in+1 jest rowny 1 wtedy i tylko wtedy, gdy liczba n+1
nie jest podzielna 7. To oznacza, ze dany ulamek jest
nieskracalny dokladnie dla tych liczb n, ktére z dzie-
lenia przez 7 nie daja reszty 6. To kohczy rozwiazanie
zadania.

Przyjmijmy, ze liczba a z dzielenia przez b daje ilo-
raz k oraz reszte r. Wtedy odejmujac k-krotnie liczbe
b od a, uzyskujemy r. Wobec tego k-krotne zasto-
sowanie algorytmu Fuklidesa prowadzi do zaleznosci
NWD (a,b) =NWD (r,b).

Szczegbdlna role w rozwazaniach dotyczacych po-
dzielnosci odgrywaja pary liczb, ktérych najwigkszy
wspOlny dzielnik jest rowny 1. Takie dwie liczby nazy-
wamy wzglednie pierwszymi. Innymi stowy, liczby a i b
sa wzglednie pierwsze, jesli ulamek  jest nieskracalny.

Zauwazmy, ze jesli liczby a i b sa wzglednie pierwsze
oraz liczby a i ¢ sa wzglednie pierwsze, to liczby a i be
sg wzglednie pierwsze. Istotnie: gdyby utamek %C dalo
sie skrécié, to pewien dzielnik pierwszy liczby a bylby
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takze dzielnikiem przynajmniej jednej z liczb b lub c.
To przeczy zalozeniu, ze a, b oraz a, ¢ to pary liczb
wzglednie pierwszych.

Przyjmujac b=c, uzyskujemy nastepujacy wniosek:
jezeli liczby a i b sq wzglednie pierwsze, to liczby a i b
tez sq wzglednie pierwsze.

Twierdzenie 2.

Dane sq dodatnie liczby calkowite a, b, ¢, przy czym
liczby a i b sq wzglednie pierwsze. Wdowczas jesli a|be,
to alc.

Dowéd

Teza twierdzenia jest spelniona dla a =1. Przyj-
mijmy zatem, ze a > 1 i rozpatrzmy rozklad na czynniki
pierwsze liczby a. Zalézmy, ze pewna liczba pierwsza
p wystepuje w tym rozkladzie w potedze a. Wowczas
liczba p nie moze wystapi¢ w rozktadzie na czynniki
pierwsze liczby b, bowiem liczby a i b sa wzglednie pierw-
sze. Wobec tego, skoro a|be, to liczba p musi wystapié
w rozkladzie na czynniki pierwsze liczby ¢ w potedze co
najmniej «. Analogicznie, kazdy czynnik pierwszy liczby
a wystepuje w rozktadzie liczby ¢ z wykladnikiem nie
mniejszym niz w rozkladzie liczby a. Zatem a|c, co kon-
czy dowdd.

Przyjmujac c=1 w powyzszym twierdzeniu, otrzy-
mujemy nastepujacy wniosek: jesli liczby a 1 b sqg wzgled-
nie pierwsze oraz a|b, to a=1.

Zadanie 3.

Wyznacz wszystkie pary a, b dodatnich liczb catko-
witych, dla ktérych liczba

a b
b a
jest caltkowita.

Rozwigzanie

Oznaczmy d =NWD (a,b). Wtedy dzielac licznik
i mianownik utamka ¢ przez d, uzyskujemy utamek nie-
skracalny % Wobec tego a=dx oraz b=dy, gdzie x iy sa
wzglednie pierwszymi liczbami naturalnymi. Wowczas

2,2
ab_r y_ vy
b a y =z Ty
Stad wynika w szczegdlnosci, ze x jest dzielnikiem liczby
22 +y? i w konsekwencji, skoro z|z?%, to z|y?. Jednak
liczby i 32 sa wzglednie pierwsze, wiec x = 1.

Analogicznie dowodzimy, ze y=1. W zwiazku z tym
uzyskujemy a=d=>. Pozostaje zauwazy¢, ze jesli a=b,
to dana liczba jest calkowita i rowna 2.

Zadanie 4. (VII OMG, zawody III stopnia)

Dane sa takie dodatnie liczby catkowite a, b, ze ilo-
czyn ab jest podzielny przez sume a+b. Niech d bedzie
najwiekszym wspélnym dzielnikiem liczb a i b. Udowod-
nij, ze d>+va+b.

Rozwigzanie

Podobnie jak w poprzednim zadaniu, oznaczmy
d=NWD (a,b). Wtedy a=dzx oraz b=dy, gdzie x i y sa
wzglednie pierwszymi liczbami naturalnymi. Stad otrzy-
mujemy

ab d’zy dxy

atb diz+y) z+y

i zgodnie z warunkami zadania jest to liczba caltkowita.
Ponadto, na mocy algorytmu Euklidesa,

NWD (z+y,2) =NWD (y,z) =1,

NWD (z+y,y) =NWD (z,y)=1.
Wobec tego liczby xy oraz = +y sa wzglednie pierw-
sze. Skoro jednak z+y|dxy, wiec na mocy twierdzenia 2
x+y|d. Stad wniosek, ze d > z+y. Po pomnozeniu tej
nieréwnosci stronami przez d uzyskujemy d? > a+b, czyli
d>+a+b. To koniczy rozwiazanie zadania.

Ponizej proponujemy kilka zadan do samodzielnego

rozwiazania. Wskazowki podamy w nastepnym numerze
Kwadratu.

Zadanie 5. (I Miedzynarodowa OM, 1959 r.)

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n uta-

21n+4
mek ﬁig jest nieskracalny.

Zadanie 6. (VI OMG, zawody III stopnia)

Liczby p i q sa réznymi liczbami pierwszymi. Wy-
kaz, ze liczba p® +¢2 nie jest podzielna przez liczbe p+q.

Zadanie 7.

Wyznacz wszystkie pary a, b dodatnich liczb catko-

1
witych, dla ktérych liczba %—l— -+ 3 jest calkowita.
a

Zadanie 8.
Liczby a oraz b sa calkowite dodatnie. Wykaz, ze
jezeli utamek 7 jest nieskracalny, to takze utamek
a+b
a?+ab+b?

jest nieskracalny.
Waldemar Pompe

Wskazéwki do zadan z poprzedniego numeru
Kolorowe szachownice

8. Pomaluj szachownice w poziome paski, zlozone na zmianeg
z wyrdznionych i niewyréznionych pol. Zauwaz, ze kazde tetramino
w ksztalcie litery L pokrywa nieparzysta liczbe wyrdznionych pdl,
a kazdy kwadrat 2 X 2 pokrywa parzysta liczbe wyréznionych pol.

9. Wyrdznij 17 pél szachownicy w sposéb podobny do przed-
stawionego na rysunku 3 tak, aby kazdy prostokat 1 x 3 pokrywat
doktadnie jedno wyréznione pole. Nastepnie wyréznij inny zestaw 17
pél szachownicy. Mozliwe potozenia klocka 1 X 1 to pola wyrdznione
jednoczesnie w obu tych przypadkach; jest ich 9.

10. Nie jest to mozliwe. Skorzystaj z ponizszego rysunku, aby
uzasadnié¢, ze po wykonaniu dowolnej liczby dozwolonych operacji,
na plaszczyznie zawsze bedzie parzysta liczba wyrdznionych pél ko-
loru czarnego. Zauwaz, ze wyrézniony kwadrat 2 X 2 zawiera niepa-
rzysta liczbe wyrdznionych pol.

Nieré6wnos¢ miedzy $rednimi

5 (a), (b). Uzyj nier6wnosci miedzy srednimi dla trzech od-
powiednio dobranych liczb.

6. Skorzystaj z nieréwnosci miedzy srednimi dla nastepujacych
liczb: a1, %ag, %az, %(lg, %ag, %03,
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