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Henryk Pawtowski (1960-2016)

W dniu 11 czerwca 2016 r. nagle i niespodziewanie
odszedt od nas Henryk Pawlowski, wspottwérca Olim-
piady Matematycznej Gimnazjalistéw, przewodniczacy
Komitetu Okregowego OMG w Toruniu (od poczatku
istnienia Olimpiady), nauczyciel wielu olimpijczykéw,
autor znakomitych zbioréw zadan oraz podrecznikow,
wielki pasjonat matematyki.

Henryk Pawlowski, nauczyciel IV LO, a takze Gim-
nazjum i Liceum Akademickiego w Toruniu, byl osobg
o niezwyklej charyzmie. Swoja pasja do zadan olim-
pijskich zarazil wielu uczniéw, a organizacja zawoddéw
matematycznych byla dla niego jednym z wazniejszych
aspektéw w edukacji matematycznej. Wraz z Wojcie-
chem Tomalczykiem, nauczycielem IIT LO i przewodni-
czacym Komitetu Okregowego OMG w Gdyni, byt ini-
cjatorem i organizatorem tzw. malej Olimpiady Mate-
matycznej (mOM), ktéra po kilku latach przebudowy
zostala wznowiona pod nazwa Olimpiada Matematyczna
Gimnazjalistow.

Mozna $mialo zaryzykowaé teze, ze gdyby nie
mOM, to nasza Olimpiada by nigdy nie powstatla, a bez
Henryka Pawlowskiego nie bedzie juz tym, czym byla.

Roéznica kwadratow

Wzér skréconego mnozenia
a®—b*=(a—b)(a+D)
jest niezwykle prosty — aby go wyprowadzi¢, wystarczy
wymnozy¢ nawiasy:
(a=b)(a+b)=(a—D)-a+(a—b)-b=
=a®—ba+ab—b*=a®—b2.

Tozsamo$¢ ta jest bardzo uzyteczna w réznych sy-
tuacjach, pozwala m.in. wykonywaé¢ w pamieci niektére
dzialania na do$¢ duzych liczbach. Na przyklad, zeby
pomnozy¢ 998 przez 1002, wystarczy zauwazy¢, ze 998 =

=1000—2 oraz 1002 =1000+2, aby natychmiast podac
odpowiedz:
9981002 = 1000% — 2 = 999996 .

Oto inny przyklad dzialania, ktére mozna szybko wyko-
na¢ w pamieci: 27%—23%=(27-23)-(27423) =4-50=200.

Wzo6r na réznice kwadratéw przydaje sie czesto
w zadaniach olimpijskich, co chcielibySmy zaprezento-
waé¢ w niniejszym artykule.

Zadanie 1.

Oblicz 100% —992 +982 — 972 +... +22 — 1%,
Rozwigzanie

Pogrupujmy skladniki po dwa i uzyjmy wzoru
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na réznice kwadratow:
1002 — 992 +98% — 972 +... 42— 1* =
= (100—99)(100+99) + (98 —97)(98+97) + ...
LA 2-D(2+) =
:100+99+98+97+...+2+1:%-100-101:5050.

Pod koniec korzystamy ze wzoru na sume kolejnych liczb
naturalnych, opisanego np. w Kwadracie nr 11.

Zadanie 2.

Czy istnieja takie dwie dodatnie liczby calkowite,
ktorych réznica wynosi 2 i ktorych iloczyn jest kwadra-
tem liczby catkowitej?

Rozwigzanie

Oznaczmy przez n—1 oraz n+1 pewne dodatnie
liczby calkowite rézniace sie o 2. Wowczas

n—1)2<(n—1)(n+1)=n?—1<n?,
czyli illoczyn rozwazanych liczb jest wiekszy od kwadratu
liczby n—1, ale mniejszy od kwadratu kolejnej liczby
naturalnej n. Nie moze wiec by¢ kwadratem liczby cal-
kowitej.

Zadanie 3. (VI OMG, zawody II stopnia)

Dane sg dodatnie liczby calkowite a i b. Wykaz, ze
jezeli liczba a? jest podzielna przez liczbe a+b, to takze
liczba b2 jest podzielna przez liczbe a+b.

Rozwigzanie

Wiemy, ze a®—b? = (a—0b)(a+b), czyli liczba a® —b?
jest podzielna przez a+b. Ponadto z zalozenia liczba a?
jest podzielna przez a+0b. Wobec tego réwniez rdznica
a®—(a® —b%) =b? jest podzielna przez a+b.

W wielu zadaniach rozlozenie pewnego wyrazenia
na czynniki jest kluczowym krokiem rozumowania. Jest
to szczegblnie przydatne, gdy badany iloczyn jest réwny
zero, jak rowniez w zagadnieniach zwiazanych z licz-
bami catkowitymi i podzielnoécia, a zwlaszcza z liczbami
pierwszymi.

Zadanie 4.

Czy istnieje liczba pierwsza postaci 999...91, gdzie
cyfra 9 wystepuje nieparzysta liczbe razy?

Rozwigzanie

Przypusémy, ze liczba dziewigtek uzytych do zapisu
danej liczby wynosi 2n—1. Wéwczas

999...91 =10?" —9 = (10")? — 3% = (10" — 3)(10™ +3).
Zaden z uzyskanych czynnikéw nie jest réwny 1, a zatem
wyjsciowa liczba nie jest pierwsza.

Uwaga

Jedli liczba dziewiatek w zapisie 999...91 jest parzy-
sta, to liczba tej postaci moze by¢ zaréwno pierwsza,
jak i zlozona. Na przyktad liczby 991, 99991, 9999991
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sa pierwsze, natomiast liczba 999999991 jest ztozona
(dzieli sie przez 67).

Zadanie 5. (V OMG, zawody I stopnia)

Wyznacz wszystkie tréjki liczb pierwszych a, b, c,
dla ktérych a? =b%+c.

Rozwiazanie

Dane w tresci zadania réwnanie mozemy przepisac
w postaci c=(a—b)(a+b). Skoro wiemy, ze liczby ¢ oraz
a+b sa dodatnie, to liczba a —b réwniez jest dodatnia.
Liczba c¢ jest ponadto pierwsza, zatem mniejszy z dodat-
nich czynnikéw a—b, a+b jest rowny 1. Stad a—b=1.
Skoro liczby a, b sa pierwsze i réznia sie o 1, to a =3,
b=2. Wéwczas c=1-(3+2) =5 takze jest liczba pierwsza,
wiec istnieje jedno rozwiazanie: a=3, b=2, c=5.

Zadanie 6.

Rozstrzygnij, czy istnieja nieujemne liczby catko-
wite a, b, n, dla ktérych a? —b* =2-3".

Rozwigzanie

Zapiszmy dang w tresci zadania réwnosé w postaci
(a—b)(a+b)=2-3". Liczba po prawej stronie jest pa-
rzysta, ale niepodzielna przez 4. Stad jeden z czynnikdéw
po lewej stronie jest parzysty, a drugi nieparzysty. Wo-
bec tego ich suma (a—b)+ (a+b) =2a jest nieparzysta.
Uzyskana sprzecznos¢ dowodzi, ze liczby opisane w tre-
Sci zadania nie istnieja.

Zadanie 7.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby pierwszej p wigkszej
od 3 liczba p? —1 jest podzielna przez 24.

Rozwigzanie

Poniewaz najwiekszy wspolny dzielnik liczb 8 i 3
jest réwny 1, wiec wystarczy dowies¢, ze rozwazana
liczba dzieli si¢ przez 8 i przez 3.

Liczba p>3 jest pierwsza, a zatem nieparzysta. Wo-
bec tego w iloczynie p?> —1=(p—1)(p+1) wystepuja dwie
kolejne liczby parzyste, a wiec jedna z nich dzieli sig¢
przez 4. Stad liczba p® —1 jest podzielna przez 8.

Ponadto spoéréd trzech kolejnych liczb p—1, p, p+1
dokladnie jedna dzieli sie przez 3 i z tredci zadania wy-
nika, ze nie jest to liczba p. Zatem jeden z czynnikow
iloczynu (p—1)(p+1) jest podzielny przez 3, co konczy
rozwiazanie zadania.

W kolejnym rozwigzaniu wykorzystamy wzor na
kwadrat réznicy:
(a—b)?=a®—2ab+0b°.
Podobnie jak w przypadku wzoru na réznice kwadratéw,

tozsamos$¢ te mozna natychmiast udowodnié¢, wymnaza-
jac nawiasy po lewej stronie.

Zadanie 8. (VI OMG, zawody I stopnia)
Rozwiaz uklad réwnan
2 fa(y—4)= -2
v +y(r—4)=-2.
Rozwiazanie
Odejmujac réwnania stronami i przeksztalcajac,
uzyskujemy kolejno:
22 —y? —dx+4y=0
(z—y)(z+y)—4(z—y)=0
(x—y)(x+y—4)=0.

Iloczyn dwéch liczb jest rowny 0 wtedy i tylko wtedy,
gdy przynajmniej jedna z nich jest rowna 0.

Jedli x—y=0, to =y i po podstawieniu do pierw-
szego z wyjsciowych réownan i przeksztalceniach otrzy-
mujemy 2x2 — 4z = —2. Dzielac stronami przez 2 i ko-
rzystajac ze wzoru na kwadrat réznicy, uzyskujemy
(x—1)2=0, czyli x =1. Stad wniosek, ze z=y=1.

Jezeli zag x+y—4=0, to y—4=—x i po podstawie-
niu do pierwszego z wyjsciowych réwnan i przeksztatce-
niach otrzymujemy 22 +z(—x) = —2, czyli sprzecznoéé:
0= —2. Oznacza to, ze w tym przypadku rozwigzan
nie ma i jedynym rozwiazaniem jest uzyskana wczeéniej
para (z,y)=(1,1).

Wzo6r na réznice kwadratéw bywa przydatny takze
w sytuacjach, w ktérych mamy do czynienia z réznica
wyzszych parzystych poteg.

Zadanie 9.

Wyznacz wszystkie pary dodatnich liczb calkowi-
tych (z,y) spetniajacych réwnanie z* —y* = 65.

Rozwiagzanie

Przeksztatémy:

ot =yt =(2® — ) (@ +y?) = (@ —y) (@ +y) (2 +7).
Poniewaz liczby x, y oraz wartos¢ powyzszego wyrazenia
sg dodatnie, wiec = —y > 0. Wszystkie trzy powyzsze
czynniki sa wigec dodatnie.

Zauwazmy teraz, ze 656 =>5-13 i obydwa czynniki 5
oraz 13 sa liczbami pierwszymi. Zatem liczbe 65 mozna
przedstawi¢ jako iloczyn trzech dodatnich czynnikéw
tylko wtedy, gdy przynajmniej jeden z nich jest réwny 1.

Liczby z, y sa calkowite i dodatnie, wiec

24y aty>1.
Wobec tego x—y=1, x4+y=>5 oraz > +y?>=13. Z pierw-
szych dwoch réwnosci wynika, ze x =3 i y=2. Wartosci
te spelniaja tez trzecie réwnanie, wigc para (3,2) jest
jedynym rozwiazaniem.

Zadanie 10. (Kolo Matematyczne SEM, seria 1)

Wyznacz liczbe par (x,y) liczb calkowitych spelnia-
jacych réwnanie x* = y* +1223334444.

Rozwigzanie
Podobnie jak w poprzednim zadaniu, przeksztatémy
dane réwnanie do postaci

(z—y)(z+y) (x> +y°) = 1223334444,
Liczba po prawej stronie jest parzysta, wiec przynaj-
mniej jeden z czynnikow po lewej stronie réwniez jest
parzysty. Wobec tego liczby x, y sa tej samej parzysto-
Sci, tzn. obie sa parzyste lub obie sa nieparzyste. Ale
woéwcezas wszystkie trzy czynniki po lewej stronie sg pa-
rzyste, a wiec ich iloczyn dzieli si¢ przez 8. Tymczasem
liczba 1223334444 nie jest podzielna przez 8. Uzyskana
sprzeczno$¢ dowodzi, ze nie istnieja pary (z,y) spelnia-
jace dane réwnanie.
W rozwiazaniu ponizszego zadania skorzystamy do-
datkowo ze wzoru na sume trzecich poteg, ktéry réwniez
mozna tatwo sprawdzi¢, wymnazajac nawiasy:

a®+b%=(a+b)(a®—ab+b?).
Zadanie 11. (zawody Naboj, 2016 r.)

Znajdz jedyny trzycyfrowy dzielnik pierwszy liczby
999999 995 904.
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Rozwiagzanie
Zacznijmy od obserwacji, ze
999999995904 =10'2 —4096 =10'2 — 212 =212. (512 1),
z ktérej wynika, ze szukany trzycyfrowy dzielnik pierw-
szy danej liczby jest takze dzielnikiem liczby 5'2 —1.
Wykorzystujac dwukrotnie wzér na réznice kwa-
dratow, uzyskujemy
52 1= 1) +1) =B -1)(5*+1)(5°+1) =
=124-126-(5°+1) = (2-62)-(2-63) - (5°+1).
Stad — podobnie jak wyzej — wnioskujemy, ze szu-
kany trzycyfrowy dzielnik pierwszy wyjsciowej liczby
jest dzielnikiem liczby 5%+ 1.
Dalej zauwazmy, ze zgodnie z powyzszym wzorem
na sume trzecich poteg,

55 41=(52)%+1=(52+1)(5*—5%+1) =26-601.
Szukany trzycyfrowy dzielnik pierwszy p jest wiec dziel-
nikiem liczby 601. Wéwczas 601 =p-q, przy czym q <7
(bo p>100) i jednoczesnie ¢ takze jest dzielnikiem
liczby 601.

Poniewaz 601 nie dzieli si¢ przez zadna, z liczb 2, 3,
4, 5 ani 6, wiec jedyng mozliwoscig pozostaje ¢=1. Stad
p==6011i liczba ta jest szukanym trzycyfrowym dzielni-
kiem pierwszym.

Na koniec proponujemy zadania do samodzielnego
rozwigzania. Wskazéwki do nich podamy w nastepnym
numerze Kwadratu.

Zadanie 12.
Oblicz
1 1 1 1
+ + Fo .
VI+V2  V2+V3 V344 V99 +/100
Zadanie 13. (IV OMG, zawody II stopnia)
Wyznacz wszystkie trojki (a,b,c¢) liczb nieparzy-
stych dodatnich spelniajace zaleznosé
at+c—b a

btc—a b’
Zadanie 14. (Kolo Matematyczne SEM, seria 8)
Wyznacz wszystkie liczby naturalne n, ktore spel-
niaja nieréwnosci
2010
vn+10

Zadanie 15.

Wyznacz wszystkie pary dodatnich liczb caltkowi-
tych (z,y) speliajacych réwnanie 28 —3® = 6305.

Zadanie 16.

Czy istnieja takie liczby catkowite z, y, ze liczba
x* —y* konczy sie cyframi 10007

2011

<Vn—-10< ——.
vn+10

Joanna Jaszunska

Kolejna inspiracja

W Kwadracie nr 9 opublikowalidmy tekst Michata
Miskiewicza, w ktérym opisal on swoja prace ,,Urok
zbioru p”, nagrodzona m.in. brazowym medalem na
23. Konkursie Prac Mlodych Naukowcéw Unii Euro-
pejskiej (European Union Contest for Young Scientists,
EUCYS). Praca powstala, gdy Michal byl uczniem li-
ceum, a inspiracjg dla niego bylo zadanie z IV OMG
(2008/2009). W dopisku do tego artykulu napisalimy,
ze czekamy na osoby, ktére pdjda w jego $lady.

Jest nam niezmiernie milo poinformowaé, ze do-
czekalismy si¢! Inspirujac si¢ innym zadaniem z na-
szej Olimpiady, Jadwiga Czyzewska z Gimnazjum nr 13
im. Stanislawa Staszica w Warszawie napisala prace
,Kolorowanie ptaszczyzny, prostych i okregdéw”. Praca
zostata nagrodzona brazowym medalem na XXXVII
Konkursie Uczniowskich Prac z Matematyki czasopisma
Delta. Zdobyla réwniez pierwsza nagrode w tegoroczne;j
polskiej edycji 28. Konkursu Prac Mlodych Naukowcoéw
Unii Europejskiej (EUCYS 2016) i bedzie walczy¢ o na-
grode w miedzynarodowej edycji tego konkursu w poto-
wie wrzesnia 2016 r. w Brukseli.

Jadwidze gratulujemy i mocno trzymamy kciuki,
a Czytelnikom zyczymy mitej lektury artykutu, w kté-
rym uchyla ona rabka swoich matematycznych badan.

Chodz, pomaluj mi ptaszczyzne!

W 2013 roku na II etapie VIII Olimpiady Matema-
tycznej Gimnazjalistow pojawilo sie nastepujace zada-
nie:

Zadanie 1.

Kazdy punkt plaszczyzny nalezy pomalowaé na pe-
wien kolor w taki sposéb, aby kazda prosta byla jedno-
kolorowa lub dwukolorowa. Jaka jest najwicksza moz-
liwa liczba koloréw, ktorych mozna uzyé do pomalowa-
nia punktéw tej plaszczyzny? OdpowiedZ uzasadnij.

Rozwigzanie

Mozna uzyé¢ co najwyzej trzech koloréw.

Zalézmy najpierw, ze plaszczyzna zostata pokoloro-
wana co najmniej czterema kolorami. Wybierzmy cztery
réznokolorowe punkty A, B, C, D (rys. 1). Bez straty
ogblnosci mozemy przyjaé, ze proste AB i C'D sie przeci-
naja; ich wspolny punkt oznaczmy jako E. Jezeli punkt
E ma taki sam kolor jak punkt A lub B, to prosta C'D
jest co najmniej trzykolorowa. Jezeli zas kolor punktu F
jest rézny od koloréw punktéw A i B, to z kolei prosta
AB jest co najmniej trzykolorowa. Zatem nie da sie po-
kolorowaé plaszczyzny czterema (lub wiecej) kolorami
w taki sposéb, aby kazda prosta byla co najwyzej dwu-
kolorowa.

A
rys. 2

rys. 1

Wskazemy teraz kolorowanie plaszczyzny trzema
kolorami, spelniajace warunki zadania. Pokolorujmy
najpierw cala plaszczyzne na jeden kolor, np. bialy
(rys. 2). Wybierzmy prosta ¢ i pokolorujmy ja na inny
kolor, np. czarny. Na prostej £ wybierzmy punkt A i po-
kolorujmy go na trzeci kolor, np. czerwony. Wtedy kazda
prosta jest co najwyzej dwukolorowa, co konczy rozwia-
zanie zadania.

Powyzsze zadanie stanowi doskonata baze do zada-
wania pokrewnych pytan. W Kwadracie nr 12 w arty-
kule ,Zadaniowe laboratorium” Adam Dzedzej stawia
miedzy innymi takie pytanie: Iloma maksymalnie kolo-
rami mozna pokolorowaé plaszczyzne, aby kazda prosta
byta co najwyzej trzykolorowa? Okazuje sie, ze zwieksze-
nie zaledwie do trzech liczby koloréw na prostej pozwala
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uzy¢ juz dowolnie wielu koloréw na plaszczyznie — do-
wbd byl prezentowany w zacytowanym artykule.

Oprécz zmiany liczby koloréw w wyjsciowym pro-
blemie, mozna zastapi¢ prosta innym obiektem. Dru-
gim (po prostej) bohaterem zadan geometrycznych jest
oczywiscie okrag. Czytelnikowi pozostawiam do rozwia-
zania nastepujace odpowiedniki wczedniej zaprezentowa-
nych probleméw, w ktérych prosta zostata zamieniona
na okrag. Wskazéwki do nich znajda si¢ w nastepnym
numerze Kwadratu.

Zadanie 2.

Kazdy punkt ptaszczyzny nalezy pomalowaé na pe-
wien kolor w taki sposéb, aby kazdy okrag byl jedno-
kolorowy lub dwukolorowy. Jaka jest najwigksza moz-
liwa liczba koloréw, ktorych mozna uzyé do pomalowa-
nia punktéw tej plaszczyzny?

Zadanie 3.

Kazdy punkt plaszczyzny nalezy pokolorowaé tak,
aby kazdy okrag byl co najwyzej trzykolorowy. Ilu mak-
symalnie koloréw mozna uzyé¢ do pokolorowania punk-
téw tej plaszczyzny?

W pracy ,,Kolorowanie plaszczyzny, prostych i okre-
gow” | ktéra napisalam na Konkurs Prac Uczniowskich
z Matematyki organizowany przez czasopismo Delta, za-
datam ogdlniejsze pytanie: na ile maksymalnie koloréw
mozna pokolorowac plaszczyzne w taki sposdb, by kazda
prosta byla co najwyiej m-kolorowa, natomiast kazdy
okrgg byl co najwyzej n-kolorowy?

Udalo mi si¢ znalezé odpowiedz dla prawie wszyst-
kich wartoséci m i n. Otwarte pozostaje tylko pyta-
nie dla m=n =3, czyli o maksymalna liczbe kolo-
réw pozwalajaca pomalowaé plaszczyzne tak, aby kazda
prosta i kazdy okrag byly co najwyzej trzykolorowe.
Umiem jednak wykaza¢, ze w tym przypadku maksy-
malna liczba koloréw jest réwna 4 lub 5.

Twierdzenie

Niech k bedzie maksymalng liczbg kolorow, kto-
rych mozna uzyé do pokolorowania punktow plaszczy-
zny w taki sposob, aby kazda prosta byla co najwyziej
trzykolorowa i kazdy okrgg byl co najwyzej trzykolorowy.
Wowczas k=4 lub k=5.

Dowdéd

Wykazemy, ze k > 4, czyli ze istnieje kolorowanie
punktow plaszczyzny czterema kolorami takie, ze kazda
prosta i kazdy okrag sa co najwyzej trzykolorowe.

Pokolorujmy cata ptaszczyzne na jeden kolor, np.
bialy. Wybierzmy okrag o i pokolorujmy go na inny ko-
lor, np. czarny (rys. 3). Na okregu o wybierzmy dwa
punkty A, B i pokolorujmy je na dwa inne kolory, np.
czerwony i szary.

Zauwazmy, ze jezeli prosta nie ma punktéw wspol-
nych z okregiem o, to jest jednokolorowa, gdy jest do
niego styczna, to jest dwukolorowa, a jezeli go prze-
cina, to jest dwu- lub trzykolorowa. Analogicznie jest
dla okregéw. Zatem k > 4.

Wykazemy teraz, ze nie istnieje kolorowanie ptasz-
czyzny 6 kolorami, przy ktorym kazda prosta i kazdy
okrag sa najwyzej trzykolorowe, czyli ze k < 6.

Dowdd przeprowadzimy nie wprost. Przypu$émy, ze
takie kolorowanie istnieje i wybierzmy 6 réznokoloro-
WyCh punktéw: 1417 AQ, Ag, A4, A5, A6 (I‘yS. 4)

b

rys. 3

rys. 4

Bez straty ogdélnosci mozemy przyjac, ze punkty As,
Ay, As, Ag leza po tej samej stronie prostej A1 As. Przez
punkty Ay, Ao, A; dla i=3,4,5,6 mozemy poprowadzié¢
dokltadnie jedna prosta (gdy punkty Ay, A, A; sa wspol-
liniowe) lub dokladnie jeden okrag (gdy punkty A, As,
A; nie sa wspolliniowe).

Te prosta lub okrag oznaczmy przez ¢; (i=3,4,5,6).
Zauwazmy, ze {; #{; dla i #j, gdyz w przeciwnym razie
punkty A, Ay, A;, A; lezalyby na jednej prostej lub
jednym okregu, a wtedy obiekt ten bylby co najmniej
czterokolorowy, co przeczy zalozeniu.

Jedli jednym z obiektéw £; jest prosta, to przyj-
mijmy, ze jest to {3, tzn. prosta ta zawiera punkty A, Ao
i As. Bez straty ogdélnosci mozemy zalozy¢, ze punkt Ag
znajduje sie wéwczas pomiedzy punktami A; i Ay. Nu-
meracje okregdw l4, 5 i ¢ ustalmy w ten sposéb, aby
%:A1A4A2 > <>:A1A5A2 > %:AlAGAQ.

Jedli z kolei wérdd obiektow ¢; dla i =3,4,5,6 nie
ma prostej, to ustalmy ich numeracje w taki sposéb,
aby §A1A3A2 > §A1A4A2 > §A1A5A2 > %iAlAﬁAQ.

Poprowadzmy teraz przez punkty As, As, Ag okrag
lub prosta ¢. Wéwczas £ przecina okrag ¢4 w pew-
nym punkcie A. Niezaleznie od koloru punktu A, ktorys
z tych dwoch obiektéw — ¢ lub ¢4, — musi by¢ czte-
rokolorowy. Uzyskana sprzecznosé konczy druga cze$é
dowodu przedstawionego twierdzenia.

Do pelnego rozwigzania zagadnienia pozostaje wiec
rozstrzygnaé, czy plaszczyzne mozna pokolorowaé pie-
cioma kolorami w taki sposob, aby kazda prosta i kazdy
okrag byly co najwyzej trzykolorowe. Moze Ty, drogi
Czytelniku, potrafisz wskazaé przyktad takiego koloro-
wania lub umiesz uzasadnié, ze ono nie istnieje?

Jadwiga Czyzewska

Wskazéwki do zadan z poprzedniego numeru
O pozytku z pola

6. Zauwaz, ze jesli P jest punktem lezacym wewnatrz trojkata
réwnobocznego ABC, to suma podl tréjkatow ABP, BCP i CAP
jest stala, niezalezna od wyboru punktu P.

7. Zmodyfikuj odpowiednio rozwigzanie zadania 4.

8. Uzasadnij, ze iloraz PA’: AA’ jest réwny stosunkowi pél
tréjkatow PBC i ABC.

9. Zmodyfikuj odpowiednio rozwigzanie zadania 5.

Cyfrowe problemy

5. k=S5(k) (mod 9).

6. Podziel dang liczbe przez odpowiednia potege liczby 100,
a nastepnie zbadaj podzielno$é uzyskanej liczby przez 4 lub 25.

7. N=S(N)=S(1)+...+ S(600) = 1+...+ 600 =3 (mod 9).
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