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Objetos¢ ostrostupa

Jezeli punkt S, ktéry nie lezy w plaszczyznie wielo-
kata W, potaczymy odcinkami z wierzchotkami tego wie-
lokata, to otrzymamy bryle przestrzenna zwana ostro-
stupem o podstawie wielokata WV oraz wierzchotku S. Na
rysunku 1 przedstawiono ostrostup o podstawie czworo-
kata ABCD. Ostrostup o podstawie tréjkata nazywamy
czworo$cianem.

rys. 1 rys. 2

Ostrostupy mozna wykorzystaé przy konstruowaniu
przeréznych wieloscianéw oraz obliczaniu ich objetosci.
Przydatny jest wowczas wzor na objetosé V' ostrostupa:

1
=~ W]-H
V=g W-H,

gdzie [W] oznacza pole wielokata W, a H — wysokos¢
ostrostupa, czyli odlegto$¢ od punktu S do plaszczyzny,
w ktorej znajduje sie wielokat W.

Wzoér ten ma wiele zastosowan. Oto jedno z nich.
Przypuéémy, ze podstawsa ostrostupa jest trapez ABCD,
w ktérym boki AB i C'D sa rownolegle oraz CD = %AB.
Oznaczmy przez h wysokosé¢ trapezu ABC'D. Wowczas

[ABD] = %AB-h:CD-h:2[BCD].

Ostrostupy ABDS oraz BCDS majg wsp6lng wyso-
ko$¢ H opuszczona z wierzchotka S (rys. 2). Z powyz-
szego wzoru na objetoé¢ ostrostupa wynika wtedy na-
tychmiast, ze objetos¢ czworoscianu ABDS jest dwa
razy wieksza od objetosci czworoscianu BCDS.

W dalszej czedci piszac szescian ABCDA'B'C'D’,
bedziemy rozumieli, ze jego wierzchotki A, B, C, D oraz
A’, B', C', D' oznaczone sg w taki sposob, by kwadraty
ABCD oraz A'B'C'D’ byly przeciwleglymi $cianami
szeScianu, a odcinki AA’, BB, CC’', DD’ jego krawe-
dziami (rys. 3).

Zadanie 1.

Dany jest szeScian ABCDA'B'C'D’ o krawedzi a.
Oblicz objetosé czworo$cianu ACB'D’ (rys. 3).

Rozwigzanie

Czworoécian ACB’'D’ powstaje z danego szescianu
poprzez odciecie od niego czterech ostrostupéw tréjkat-
nych: ABCB', BPA’D'A, B'C'D'C oraz ADCD’. Kazdy
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z tych ostrostupéw ma objetoéé réwna
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Wobec tego objetosé czworo$cianu ACB’'D’ jest réwna
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co konczy rozwiazanie zadania.

rys. 4

rys. 3

Zadanie 2.

Dany jest szeScian ABCDA'B'C'D’ o krawedzi 6
(rys. 4). Punkty K, L leza odpowiednio na krawedziach
B'C’ oraz A'D’, przy czym

B'K=D'L=4.
Ptaszczyzna przechodzaca przez punkty B, K, L rozcina
szedcian na dwie bryty. Wyznacz objetosci obu tych bryt.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez X punkt przeciecia prostych KL
i A'B’, a przez M punkt przeciecia prostych BX i AA’
(rys. 5). Wéwezas punkty K, L, M, B leza w jed-
nej plaszezyznie (wyznaczonej przez punkty K, B, X),
a czworokat K LM B jest przekrojem wyznaczajacym
podzial szescianu na dwie bryly o szukanych objeto-
Sciach.

rys. 5

Jedna z tych bryl jest wieloscian V o wierzchol-
kach B, B’, K, M, A’, L. Powstaje on z ostrotupa
BB'K X poprzez odcigcie od niego mniejszego ostro-
stupa MA'LX.

Aby wyznaczy¢é objetosci obu tych ostrostupéw,
obliczymy najpierw dlugosci x, y odpowiednio odcin-
kéw X A', MA’. Z podobienstwa tréjkatéw X A'L oraz
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X B'K uzyskujemy
x 2
146 4
skad x=6. Z kolei z podobienstwa tréjkatéw X A’ M oraz
X B’'B otrzymujemy

)

y
6 z+6’

skad, po uwzglednieniu wyznaczonej wartosci z =6, do-
stajemy y =3.

Mozemy juz teraz bez trudu wyznaczy¢é objetosc
wieloscianu V, ktora réwna si¢

é-%-(aﬂ—ﬁ)—é%-x:éﬁ.

Objetosé pozostalej czeéci szescianu wynosi 63 —42=174,
co konczy rozwiazanie zadania.

Zadanie 3.

Dany jest sze$cian ABCDA'B'C'D’ o krawedzi a
(rys. 6). Punkty K, L sa odpowiednio srodkami krawedzi
B'C’, C'"D’. Oblicz objetosé czworo$cianu ACK L.

rys. 6

Rozwiagzanie
Niech M bedzie $rodkiem krawedzi A'D’ (rys. 7).
Wtedy M L jest linig srodkowa w tréjkacie A’C'D’, a za-
tem odcinki M L i A'C’ sa réwnolegle oraz ML= A'C’.
W zwiazku z tym réwniez odcinki ML oraz AC sa réw-
nolegte oraz ML = %AC’.
Innymi stowy, czworokat ACLM jest trapezem
o podstawach AC oraz M L, ktérych dlugoéci spelniaja
warunek ML = %AC . W my$l obserwacji z poczatku
artykutu, objetosé czworoscianu ACK L jest dwa razy
wieksza od objetosci czworoscianu AM LK. Z kolei ob-
jetos¢ czworoscianu AM LK réwna sie
2 3
1.[KML].AA’:1.CL.QZCL.
3 3 4 12
W konsekwencji objetosé czworoscianu AC K L wynosi
a3 /6, co koficzy rozwiazanie zadania.

Tradycyjnie proponujemy kilka zadan do samo-
dzielnego rozwigzania. Wskazéwki do nich podamy
w nastepnym numerze Kwadratu.

Zadanie 4. (XIII OMJ, zawody I stopnia)

Kwadrat ABC'D o boku 4 jest podstawa prosto-
padloscianu ABCDA'B'C'D’. Krawedzie boczne AA’,
BB, CC’, DD’ tego prostopadloécianu majg dtugosé 7.
Punkty K, L, M leza odpowiednio na odcinkach AA’,
BB’, CC’, przy czym

AK =3, CM=5.

Ptaszczyzna przechodzaca przez punkty K, L, M roz-
cina prostopadloscian na dwie bryly. Wyznacz objetosci
obu tych bryl.

BL=2,

Zadanie 5.

Punkty K, L sa odpowiednio srodkami krawedzi
B'C" oraz C'D’ szeScianu ABCDA'B'C'D’ o krawe-
dzi 6. Plaszczyzna przechodzaca przez punkty A, K, L
rozcina sze$cian na dwie bryly. Oblicz objetosci obu tych
bryt.

Zadanie 6.

Punkty K, L sa odpowiednio srodkami krawedzi
AB oraz AD szeScianu ABCDA'B'C'D’ o krawedzi 6
(rys. 8). Oblicz objetosé bryly o wierzchotkach B, D, L,
K,B',D.

rys. 8

Zadanie 7.

Punkt K jest $rodkiem krawedzi B'C’ szeScianu
ABCDA'B'C'D’ o krawedzi a (rys. 9). Oblicz objetosé
czworo$cianu ACKD'.

Waldemar Pompe

Parzystos¢

Nie ma takiej liczby catkowitej, ktora jest jednocze-
$nie parzysta i nieparzysta. To stwierdzenie, mimo swej
prostoty, okazuje sie niezwykle uzyteczne.

Zadanie 1.

Wykaz, ze nie istnieje wieloScian wypukty, ktory ma
dokladnie dziewieé $cian i ktérego kazda Sciana jest troj-
katem.

Rozwigzanie

Przypus$émy, ze taki wieloscian istnieje. Niech k be-
dzie liczba jego krawedzi. Ponumerujmy krawedzie licz-
bami od 1 do k. Dla kazdej Sciany naszego wielo$cianu
zapiszmy na tablicy numery krawedzi, ktére sa bokami
tej Sciany. Poniewaz mamy dziewiec¢ Scian, a kazda z nich
ma trzy boki, wiec na tablicy pojawi si¢ 9-3 =27 liczb.

7 drugiej strony, kazda krawedz jest bokiem doktad-
nie dwéch Scian. Wobec tego kazda z liczb 1,2,...,k zo-
stanie wypisana dwukrotnie. Oznacza to, ze na tablicy
wypiszemy 2k liczb.

Zatem 2k =27. Otrzymujemy sprzecznosé¢, gdyz 27
nie jest liczba parzysta. Udowodniliémy wiec, ze taki
dziewigciodcian nie istnieje.

Zadanie 2.

Czy istnieja takie liczby calkowite a, b, ¢, d, e, f,
ze liczby

a—b, b—c, c—d, d—e, e—f, f—a,
wypisane w pewnym porzadku, sa kolejnymi liczbami
catkowitymi?

Rozwiazanie

Udowodnimy, ze takie liczby nie istnieja.

Rozwazmy szes¢ kolejnych liczb catkowitych n,
n+1, ..., n+5. Ich suma wynosi

n+(n+1)+...+(n+5)=6n+15=2-(3n+7)+1,
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jest wiec liczbg nieparzysta. Z drugiej strony,

(a=b)+(b—c)+(c—d)+(d—e)+(e—f)+(f—a)=0.
Poniewaz 0 jest liczbg parzysta, wiec liczby o wlasnosci
opisanej w tredci zadania nie istnieja.

W rozwiazaniach wielu zadan olimpijskich poja-
wiaja sie tzw. niezmienniki, czyli pewne wielkosci lub
wlasnosci, ktére nie zmieniaja si¢ podczas wykonywania
operacji opisanych w tresci zadania. Czesto spotykanym
niezmiennikiem jest parzysto$¢ pewnej liczby.

Zadanie 3.

Na tablicy narysowano 20 kélek i 25 krzyzykéw.
Ruch polega na starciu z tablicy pewnych dwoch sym-
boli, a nastepnie dorysowaniu jednego symbolu zgodnie
z nastepujacymi regutami:

e Jesli starte zostaly dwa kétka lub dwa krzyzyki,
to dorysowujemy na tablicy kotko.

e Jegli starte zostaly kétko i krzyzyk, to dorysowu-
jemy na tablicy krzyzyk.

Udowodnij, ze po wykonaniu 44 ruchéw na tablicy
pozostanie krzyzyk, niezaleznie od doboru ruchéw.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze po wykonaniu ruchu liczba krzyzy-
kéw nie zmienia swej parzystosci, gdyz albo liczba ta
w ogdle sie nie zmienia, albo zmniejsza sie o dwa.

Na poczatku liczba krzyzykéw jest nieparzysta,
wiec po wykonaniu kazdego ruchu liczba krzyzykéw po-
zostanie nieparzysta. Oznacza to w szczegdlnodci, ze po
kazdym ruchu na tablicy znajduje sie co najmniej je-
den krzyzyk. W takim razie symbol, ktéry pozostaje na
tablicy na samym koncu, musi byé¢ krzyzykiem.

Zadanie 4.

Pola szachownicy o wymiarach 9 x 9 pokolorowano
w tradycyjny w sposéb, przy czym jej narozne pola sa
biale. Ruch polega na wybraniu dwoéch sasiednich pél
i przemalowaniu ich na przeciwny kolor (tzn. jesli wy-
brane pole jest biale, to zmieniamy jego kolor na czarny
i vice versa). Czy mozna dobieraé¢ ruchy w taki sposéb,
aby w pewnym momencie wszystkie pola byly czarne?

Rozwiagzanie

Zauwazmy, ze po kazdym ruchu liczba czarnych pél
zwieksza sie o dwa, gdy wybierzemy dwa pola biale,
nie zmienia si¢, gdy wybierzemy po jednym polu w kaz-
dym kolorze oraz zmniejsza si¢ o dwa, gdy wybierzemy
dwa pola czarne. Zatem wykonanie kazdego ruchu nie
zmienia parzystosci liczby czarnych pdl. Poniewaz na
poczatku liczba czarnych po6l wynosi 40, to po kazdym
ruchu liczba czarnych pél jest parzysta. Na calej plan-
szy znajduje sie 81 pdl, a wiec jest to liczba nieparzysta.
Nie da sie zatem tak dobiera¢ ruchéw, aby wszystkie
pola staly sie czarne.

Zadanie 5.

Na tablicy narysowano 10 kétek, 11 krzyzykdw oraz
12 kwadracikéw. Ruch polega na starciu dwéch réznych
symboli, a nastepnie narysowaniu symbolu réznego od
obu startych przed chwila. Antkowi udato sie wykonaé
32 ruchy i na tablicy pozostal jeden symbol. Jaki?

Rozwiagzanie

Zauwazmy, ze w kazdym ruchu albo Scieramy jeden
krzyzyk albo dorysowujemy jeden krzyzyk. Zatem liczba
krzyzykéw po kazdym ruchu zmienia swoja parzystosc.

Po wykonaniu 32 ruchéw liczba krzyzykéw zmieni swoja
parzysto$¢ 32 razy, a wiec na koncu jej parzystos¢ bedzie
taka sama jak na poczatku. Skoro na poczatku byto 11
krzyzykow, to na koncu liczba krzyzykéw jest nieparzy-
sta. Poniewaz na koncu na tablicy pozostal tylko jeden
symbol, musi by¢ to krzyzyk.

Zadanie 6.

Na tablicy wypisano liczby 1,2,...,10. Ruch polega
na wybraniu trzech liczb a, b, ¢ znajdujacych sie¢ na ta-
blicy i zastapieniu ich liczbami 2a+b, 2b+c¢, 2c+a. Czy
po wykonaniu pewnej liczby ruchéw mozemy otrzymac
sytuacje, w ktorej wszystkie 10 liczb na tablicy jest réw-
nych?

Rozwigzanie

Udowodnimy, ze wykonanie ruchu nie zmienia pa-
rzystosci sumy wszystkich liczb. Istotnie, gdy wykonamy
ruch na liczbach a, b, ¢, to suma wszystkich liczb zwiek-
Szy sie¢ o

(2a+b)+ (2b+¢)+ (2¢+a)—a—b—c=2(a+b+c),
czyli o liczbe parzysta. Zatem parzysto$é¢ sumy liczb na
tablicy nie zmienia sie.

Poniewaz 1+2+...410=55, wigc suma liczb na
tablicy zawsze pozostanie nieparzysta. Nie jest wiec
mozliwe uzyskanie dziesigciu réwnych liczb na tablicy,
gdyz wowczas ich suma bytaby postaci 10n, czyli bylaby
liczbg parzysta.

Na koniec proponujemy Czytelnikowi zadania do
samodzielnego rozwiazania. Wskazowki do nich pojawia
sie¢ w nastepnym numerze Kwadratu.

Zadanie 7.

Czy istnieje wieloScian, ktéry ma 11 wierzchotkow
oraz te wlasno$é, ze w kazdym wierzcholtku schodza sie
dokladnie trzy krawedzie?

Zadanie 8.

Na tablicy napisano liczby 1,2,3,...,2018. Ruch po-
lega na wybraniu dwoch liczb z tablicy i zastapieniu ich
wartoscig bezwzgledng ich réznicy. Po wykonaniu 2017
ruchéw na tablicy pozostanie jedna liczba. Czy moze by¢
nia 07

Zadanie 9.

Udowodnij, ze szachownicy o wymiarach 8 x 8 nie
mozna pokry¢ siedmioma t-klockami i dziewiecioma

£-klockami (rys. 10).

t-klocek: | | (-Klocek: | |

rys. 10
Klocki mozna obracaé¢ i odwracaé¢ na druga strone.

Tomasz Ciesla

Sukces Polek na EGMO

W dniach 9-15 kwietnia 2018 r. we Florencji we
Wrtoszech odbyla sie siodma edycja Europejskiej Olim-
piady Matematycznej Dziewczat (European Girls’ Ma-
thematical Olympiad — EGMO). Polske reprezento-
waly:

e Aleksandra Cynk (V LO, Krakéw)
e Jadwiga Czyzewska (XIV LO, Warszawa)
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o Aleksandra Kowalska (LO Siéstr Prezentek, Rze-
Sz6W)
e Weronika Lorenczyk (VIII LO, Katowice)

Delegacja zostala wyloniona na podstawie wynikéw
LXVIIT Olimpiady Matematycznej. Wszystkie dziew-
czeta byly w przeszlosci laureatkami OMG lub OMJ.

EGMO z roku na rok sie rozrasta. W tym roku
uczestniczylo az 195 dziewczat z 52 krajow. Szczegdl-
nie zauwazalny jest wzrost liczby uczestniczacych kra-
jow spoza Europy. W tegorocznej edycji bylo ich az 16.

Konkurs sktadal si¢ z dwdch dni zawodow. Kazdego
dnia uczestniczki rozwiazywaly po 3 zadania. Mialy na
to 4,5 godziny.

Polki zaprezentowaly sie znakomicie. Aleksandra
Kowalska z wynikiem 40 punktéw (na 42 mozliwe do
uzyskania) zajela 7. miejsce i zostala nagrodzona zlotym
medalem. Srebra wywalczyly Weronika Lorenczyk (25
punktéw, 35. miejsce) oraz Aleksandra Cynk (23 punkty,
46. miejsce), a Jadwiga Czyzewska (20 punktéw, 62.
miejsce) zdobyla medal brazowy. W klasyfikacji druzy-
nowej Polska zajeta 4. miejsce, ustepujac jedynie zawod-
niczkom z Rosji, Stanéw Zjednoczonych oraz Wielkiej
Brytanii.

Organizatorzy zapewnili tez rozrywke w postaci
zawodow druzynowych, ktore polegaly na rozwigzaniu
w oémioosobowych grupach jak najwiekszej liczby zaga-
dek matematycznych. Dziewczyny potaczyty sity z ekipa
z Izraela i zajely drugie miejsce, tuz za druzyna ztozona
z zawodniczek z Ukrainy i Stanow Zjednoczonych.

Tydzien pelen wrazen zostal zwienczony uroczysta
ceremonig zamkniecia w Teatro Verdi, a nastepnie po-
zegnalnym bankietem polaczonym z zabawa taneczng
w spektakularnym Palazzo Borghese.

W wolnym czasie dziewczeta zwiedzily przepigkna
Florencje, uczestniczac w grze terenowej i poznajac przy
okazji pasjonatki matematyki z calego $wiata. Odbyta
sie rowniez wycieczka do Pizy, w trakcie ktérej dziew-
czyny oprécz podziwiania zabytkéw mialy okazje zjes¢
tradycyjna wloska pizze.

Na koniec przedstawimy rozwiazanie jednego z za-
dan z tegorocznych zawodéw. Nie sprawilo ono naszym
zawodniczkom wiekszych klopotéw — wszystkie uzy-
skaty maksymalna liczbe 7 punktéow. Autorka poniz-
szego krotkiego rozwigzania jest Weronika Lorenczyk.

Zadanie 1.

Dany jest tréjkat ABC, w ktérym spelnione sa
réwnoéci CA= CB oraz $ACB =120°. Niech M be-
dzie érodkiem boku AB. Punkt P lezy na okregu opi-
sanym na tréjkacie ABC. Na odcinku C'P wybrano
taki punkt @, ze QP =2QC. Prosta przechodzaca przez
punkt P prostopadla do prostej AB przecina prosta M Q)
w punkcie N. Dowies¢, ze dla zmieniajacego polozenie
punktu P, punkt N lezy na ustalonym okregu.

Rozwigzanie

Proste CM, PN sa réwnolegle, gdyz obie sa pro-
stopadte do prostej AB (rys. 11 oraz 12). Wobec tego

PN _PQ_,
CM CQ 7

czyli PN =2-CM. Stad wniosek, ze punkt N lezy na
okregu w powstalym poprzez przesuniecie okregu opi-
sanego na tréjkacie ABC o wektor PN =2.MC. Ale
zar6wno okrag opisany na tréjkacie ABC, jak i wektor
MC nie zaleza od wyboru punktu P, wobec czego okrag
w réwniez od niego nie zalezy. To konczy rozwiazanie.

rys. 11

rys. 12

W rozwiazaniu Weronika nie wykorzystata zatoze-
nia $ACB = 120°; mozna wiec je pominaé, a teza za-
dania pozostanie wcigz prawdziwa. Co wiecej, jesli zde-
finiujemy punkt M nie jako Srodek odcinka AB, a jako
spodek wysokosci tréjkata ABC' opuszczonej z wierz-
chotka C (w przypadku C A= CB te definicje sa oczy-
wiscie réwnowazne), mozemy pominaé zalozenie o réw-
nosci odcinkéw C'A i C'B. Dodatkowo do rozwiazania za-
dania nie potrzebujemy, by punkt @ dzielit odcinek C'P
w stosunku 1:2. Wystarczy jedynie, by dzielil go w usta-
lonym stosunku, niezaleznym od wyboru punktu P.

Dominika Regiec

Wskazéwki do zadan z poprzedniego numeru

Dorysujmy lustrzane odbicie

6. Odbij symetrycznie punkt B wzgledem dwusiecznej kata
zewnetrznego przy C.

7. Odpowied?: 20°. Odbij symetrycznie punkty A i B odpo-
wiednio wzgledem prostych BC' i AC. Znajdz tréjkat réwnoboczny.

8. Odpowiedz: %(ACJrBCfAB). Odbij symetrycznie punkt C
wzgledem prostych Al oraz BI.

9. Odbij symetrycznie punkt C' wzgledem prostej AB, otrzy-
mujac punkt C’. Uzasadnij, ze tuk C’ D stanowi i okregu w.

10. Uzasadnij, ze opisana wlasno$¢ ma srednica d réwnolegta
do odcinka laczacego korice tamanej s. Zaléz nie wprost, ze punkt
wspOlny istnieje i odbij symetrycznie fragment tamanej s wzgle-
dem d.

11. Uzasadnij, ze istnieje punkt P symetryczny jednoczesnie
do punktu A wzgledem prostej KM oraz do punktu B wzgledem
prostej LM . Zauwaz, ze tréjkat K LP jest prostokatny.

12. Wykaz, ze kazda z sum jest réowna C' L. Odbij symetrycznie
punkty A i E wzgledem prostej BC, a punkt B — wzgledem prostej
AC, otrzymujac odpowiednio punkty A’, E’, B'. Zauwaz, ze trojkat
CEE' jest réwnoboczny, a punkty C, E, K, E’ leza na jednym
okregu. Uzasadnij, ze punkt L lezy na symetralnej odcinka A’C.

Najmniejsze rozwigzanie

4., 5. Postepuj podobnie jak w rozwiazaniu zadania 2.

6. Dodaj oba réwnania stronami i wykaz, ze otrzymane réw-
nanie nie ma rozwiazan.

7. Udowodnij, ze liczby a, b, ¢, d sg parzyste. Wywnioskuj stad,
ze liczba n jest parzysta.

8. Postepuj podobnie jak w rozwigzaniu zadania 3.

9. Postepuj podobnie jak w rozwiazaniu zadania 1.
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