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Tresci zadan
Pierwsze zawody indywidualne

1. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym $ACB = 120°. Dwusieczna kata
ACB przecina prosta przechodzaca przez punkt A i réwnolegta do boku BC

w punkcie P, a prosta przechodzacg przez punkt B i réwnolegla do boku AC
w punkcie Q). Wykaz, ze AQ = BP.

2. Wyznacz wszystkie dodatnie liczby catkowite m o nastepujacej wta-
snosci: Dla kazdej liczby catkowitej n spelniajacej warunek

n?=1 (mod m)

zachodzi
n==+1 (mod m).

3. Wyznacz wszystkie dodatnie liczby catkowite n o nastepujacej wlasno-
$ci: Dla dowolnych liczb catkowitych a, b, ¢, d o iloczynie abcd podzielnym

przez n3, co najmniej jedna z liczb a, b, ¢, d jest podzielna przez n.

4. Pieciokat ABC DE jest wpisany w okrag, przy czym AB= BC. Odcinki
AD i BFE przecinaja sie¢ w punkcie P, a odcinki BD i CE przecinaja si¢
w punkcie Q). Udowodnij, ze proste AC' i PQ sa réwnolegle.

5. Wyznacz wszystkie takie liczby rzeczywiste C', ze dla dowolnych liczb
rzeczywistych x, y, z zachodzi nieréwnos¢

C(zy+yz+zx) <z?+y?+ 22

6. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 2 oraz dowolnych
dodatnich liczb rzeczywistych x <y zachodza nieréwnosci
(y—=z) ¥y (y—z) Yz

y—x
<Yy—-Ve<—"—.

7. Rozstrzygnij, czy istnieje wieloscian wypukly, w ktorego kazdym wierz-
chotku schodzi sie parzysta liczba krawedzi i ktéry posiada przekrdj plasz-
czyzng nieprzechodzaca przez wierzchotki, bedacy wielokatem o nieparzystej
liczbie bokdw.

8. Kwadrat o wymiarach 100 x 100 podzielono na 10000 kwadratow jed-
nostkowych, a nastepnie w kazdym z czterech narozy usunieto kwadrat jed-
nostkowy. Z tak powstalej figury o 9996 kwadratowych polach chcemy wyciaé
jak najwiecej prostokatow o wymiarach 1 x 3 — tnac tylko po liniach dotych-
czasowego podzialu, aby kazdy prostokat sktadal sie z trzech pél. Wyznacz
najwieksza liczbe prostokatéw, jakie mozna wyciaé¢ w ten sposob.
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Drugie zawody indywidualne

9. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 liczba 12" — 25 jest
zlozona.

10. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktéorym AC' < BC'. Punkt M jest
srodkiem tego tuku A B okregu opisanego na tréjkacie ABC', do ktorego nalezy
punkt C, a punkt O jest Srodkiem tego okregu. Okrag opisany na tréjkacie
CMO przecina odcinki AC i BC' odpowiednio w punktach K i L réznych
od C. Punkty P i @ sa rzutami odpowiednio punktéw K i L na prosta AB.
Wykaz, ze AB=2PQ.

11. Rozstrzygnij, czy istnieja dodatnie liczby catkowite k, m, n spelnia-
jace réwnosé

(2+v%)a(3+v%fn:(1+v%y5

12. Dodatnie liczby niewymierne « i § spelniaja réwnosé

L1l
a B

Zdefiniujmy a,, = [n-a] oraz b, =[n-f] dla n=1,2,3,... Udowodnij, ze kazda
nieujemna liczba calkowita wystepuje w ciagu (a,) o jeden raz wiecej niz
w ciagu (by,).

Uwaga: [x] oznacza najwieksza liczbe calkowita nie wieksza od z.

Trzecie zawody indywidualne

13. Okregi 01 i 0y przecinaja sie w punktach A i B. Styczna w punk-
cie A do okregu 0q przecina okrag oo w punkcie D, a styczna w punkcie A
do okregu o4 przecina okrag o1 w punkcie F, przy czym punkty D i E sa rézne
od A oraz kat DAF jest ostry. Styczne do okregu opisanego na tréjkacie ADE
w punktach D i F przecinaja sie w punkcie C. Wykaz, ze punkty A, B, C leza
na jednej prostej.

14. Dodatnie liczby rzeczywiste a1, as, ..., a, spelniaja réwnosé

a1 +as+...+a, =n.

Udowodnij, ze

11 11 11 11 11
a a a a a

1 2 3 n—1
7—1-*7—1-*7—1-...—1-77—1-%)71.
ag as ay an a;

15. Udowodnij, ze istnieje 100 kolejnych liczb naturalnych, z ktérych
kazda ma dzielnik pierwszy mniejszy od 60.
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16. Punkt D nalezy do boku BC' trdjkata réwnobocznego ABC', przy
czym liczba BD/C D =a jest wymierna. Z wierzcholka A w kierunku punktu D
wypuszczono wigzke lasera, ktéra odbijala sie od bokéw tréjkata zgodnie z za-
sada: kat padania jest réwny katowi odbicia. Udowodnij, ze po nieparzystej
liczbie odbié wiazka trafila do pewnego wierzcholka trojkata ABC' i wyznacz
ten wierzcholek w zaleznosci od a.

Czwarte zawody indywidualne

17. Kazde dwa wierzchotki 13-kata foremnego potaczono odcinkiem czer-
wonym, zielonym lub niebieskim. Czy stad wynika, ze pewne trzy wierzchotki
danego wielokata wyznaczaja tréjkat o bokach tego samego koloru? Odpowiedz
uzasadnij.

18. Kazde dwa wierzchotki 17-kata foremnego potaczono odcinkiem czer-
wonym, zielonym lub niebieskim. Czy stad wynika, ze pewne trzy wierzchotki
danego wielokata wyznaczaja tréjkat o bokach tego samego koloru? Odpowiedz
uzasadnij.

19. Dany jest pieciokat wypukly ABCDE o wszystkich bokach réwnej
dhugoéci, w ktérym $ABC +SCDE =180°. Odcinki AD i BE przecinaja sie
w punkcie P. Udowodnij, ze odcinek C' P ma te sama dtugo$é, co kazdy z bokdéw
pieciokata ABCDE.

20. Dany jest ciag (a,) okreslony wzorami

a1 =as=1, an+1:an+a[ ] dla n=2,3,4,...

n
2

Udowodnij, ze w ciagu (a,) wystepuje nieskonczenie wiele liczb podzielnych
przez 7.

Uwaga: [z] oznacza najwieksza liczbe calkowita nie wigksza od .

Mecz matematyczny

21. Dana jest liczba naturalna n oraz liczby rzeczywiste x1, xa, ..., Tp.
Udowodnij, ze S3-S5 < .S2-5¢, gdzie Sg = x’f +x’§ +x’§ +. —I—xffb

22. Dany jest okrag w o érodku w punkcie O oraz punkt A lezacy na ze-
wnatrz tego okregu. Z punktu A poprowadzono styczne do okregu w w punk-
tach K i L. Punkt M jest érodkiem odcinka K L. Okrag o przechodzi przez
punkty O i M oraz przecina okrag w w réznych punktach B i C. Wykaz, ze
punkty A, B, C leza na jednej proste;j.

23. W szescianie o krawedzi 7 umieszczono 6 szescianéw o krawedzi 1
(niekoniecznie roztacznych). Udowodnij, ze w duzym sze$cianie mozna umie-
$ci¢ kule o promieniu 1 roztaczna ze wszystkimi szeScioma malymi szescianami.
Uwaga: Przyjmujemy, ze szeScian i kula zawieraja punkty lezace na ich brzegu.
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24. Kazde dwa wierzchotki 1001-kata foremnego potaczono odcinkiem
czerwonym, zielonym lub niebieskim. Udowodnij, ze mozna tak wybra¢ 11
wierzcholtkow tego 1001-kata, aby wyznaczony przez nie 11-kat wypukly mial
co najmniej 10 bokéow tego samego koloru.

25. Dany jest tréjkat réwnoboczny ABC, ktérego srodkiem cigzkosci jest
punkt S. Prosta [ przechodzi przez punkt S i przecina odcinki AC' i BC
odpowiednio w punktach K i L. Punkt P spelnia warunki AL = PL oraz
BK=PK. Udowodnij, ze odlegtos¢ punktu P od prostej [ nie zalezy od wyboru
prostej [.

26. Liczby rzeczywiste a, b, ¢, d, e spetniajg réwnosci
a=22-1, b=2d*-1, c=20>—-1,
c=4e3—3e, d=4c—3¢c, e=4d®>—3d.
Czy stad wynika, ze a=b=c=d=e=17
27. Udowodnij, ze dla kazdej liczby pierwszej p istnieje taka liczba natu-
ralna n > 2, ze
n" =16 (mod p).
Uwaga: Potegowanie wykonujemy od gdry, tzn. a®* = a®).

28. Dany jest réznoboczny tréjkat ostrokatny ABC wpisany w okrag o.
Proste zawierajace srodkowe AD, BE, CF tego trojkata przecinaja okrag o
odpowiednio w punktach K, L, M réznych od A, B, C. Prosta przechodzaca
przez A i réwnolegla do BC przecina okrag o w punkcie P. Analogicznie dla
punktéw B i C definiujemy odpowiednio punkty @ i R. Wykaz, ze proste K P,
LQ, MR przecinaja sie w jednym punkcie.

29. Rozstrzygnij, czy rownanie
ai®+axl +a’+... +afs=62-ag
ma rozwiazanie w dodatnich liczbach catkowitych a1, aso, ..., ago.
30. Rozstrzygnij, czy rownanie
a® b1 19 4 @120 4 o121 — f8

ma rozwigzanie w dodatnich liczbach catkowitych a, b, ¢, d, e, f spelniajacych
warunek NWD(a,b,c,d, e, f)=1.

31. W szesciokacie wypuklym ABCDEF punkty K, L, M, N, O, P sa
grodkami odpowiednio przekatnych AC, BD, CE, DF, EFA, FB. Wyznacz
stosunek pola szesciokata K LM NOP do pola szeSciokata ABCDEF'.



