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Tresci zadan (poziom OMG)

Pierwsze zawody indywidualne

1. Dany jest tréojkat ABC, w ktérym SBAC =90°. Okregi o érod-
kach B i C' przechodzace przez punkt A przecinaja odcinek BC odpowiednio
w punktach D i E. Punkt F' wybrano wewnatrz tréjkata ABC w taki sposéb,
ze DF = EF oraz YDFE =90°. Wykaz, ze AF = DF.

2. Mamy do dyspozycji plytki o nastepujacych ksztaltach (kazdy z na-
rysowanych odcinkéw ma dlugosé 1):

ANRYAV

Dla kazdej dodatniej liczby calkowitej n wyznacz najmniejszg liczbe ply-
tek potrzebnych do ultozenia tréjkata réwnobocznego o boku n.
Uwaga. Ptytki mozna obracaé, ale nie moga one na siebie nachodzié.

3. Udowodnij, ze dla kazdej liczby nieparzystej n oraz kazdej dodatniej
liczby catkowitej k, liczba n? —1 jest podzielna przez 282,

Uwaga: Potegowanie wykonujemy od géry, tzn. a® =a®.

4. Interesuja nas takie ostrostupy czworokatne ABCDS o podstawie
ABCD, w ktorych

294ASB=<94BSC, 29BSC=<CSD, 29CSD=<DSA.

Przypuéémy, ze 24SAD=<LSAB oraz tréjkaty ABS i ADS sa réwnoramienne.
Wyznacz wszystkie mozliwe miary kata SAB.

5. Udowodnij, ze dla kazdej tréjki liczb rzeczywistych x, y, z zachodzi
nieréwnosé

2zy + 3yz + 622 < 2022 4 5y + 22

6. Wyznacz najwigksza liczbe naturalng d o nastepujacej wlasnosci:
Dla kazdej pary dodatnich liczb catkowitych m, n, jezeli iloczyn mn jest po-
dzielny przez 25600000 (stownie: dwadzieScia pie¢ milionéw szes$éset tysiecy),
to co najmniej jedna z liczb m, n jest podzielna przez d.

7. Wewnatrz szeSciokata wypuklego ABCDFEF istnieje taki punkt P,
ze spelnione sg warunki

JABP=<YBAP=<CDP=<YDCP=<EFP=<4FEP=45°.
Udowodnij, ze BC+DE+ FA>max(AB,CD,EF).
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8. Wyznacz liczbe par dodatnich liczb caltkowitych m, n spekliajacych
réwnanie
m(m+1)=(n—17)(n+17).

Drugie zawody indywidualne

9. Na tablicy narysowano 2014 kétek, 3000 krzyzykdéw i 5000 kwadratow.
W jednym ruchu mozemy wykonaé jedna z nastepujacych operacji:

e zmaza¢ dwa koétka i narysowaé krzyzyk,

e zmaza¢ dwa krzyzyki i narysowaé¢ kwadrat,

e zmazaé¢ dwa kwadraty i narysowaé koétko.

Rozstrzygnij, czy mozna wykonaé taki ciag ruchéw, aby na tablicy pozo-
staly mniej niz trzy figury.

10. Rozstrzygnij, czy istnieje czworokat wypukty, ktéry nie jest trapezem,
a jego przekatne dzielg go na cztery trojkaty réwnoramienne.

11. Rozstrzygnij, czy dla kazdej piatki dodatnich liczb rzeczywistych
a, b, ¢, d, e zachodzi nieréwnosé¢
at+c b+d c+e d+a e+b
+ + + + =
b c d e a

10.

12. Rozstrzygnij, czy dla kazdej piatki dodatnich liczb rzeczywistych

a, b, ¢, d, e zachodzi nieréwnosé
b c d e a o
a+c+ b+d+ ct+e + d+a + e+b” 2

ot

Trzecie zawody indywidualne

13. Punkty M i N leza odpowiednio na bokach BC'i AC tréjkata ABC.
Proste AM i BN przecinaja sie w punkcie P. Udowodnij, ze w czworokat
M PNC mozna wpisaé okrag wtedy i tylko wtedy, gdy okregi wpisane w trdj-
katy APC i BPC sa styczne.

14. Na kwadratowej szachownicy o boku 2015 umieszczamy prostokaty
o wymiarach 1x10 tak, ze kazdy z nich pokrywa 10 pél szachownicy, a przy tym
zadne pole nie jest pokryte przez wiecej niz jeden prostokat. Ile co najmniej
pdl szachownicy musi pozostaé niepokrytych?

15. Rozstrzygnij, dla ilu liczb naturalnych n > 1 prawdziwe jest nastepu-
jace zdanie: Dla kazdej dodatniej liczby catkowitej a wzglednie pierwszej z n,
liczba a® —1 jest podzielna przez n.
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16. Dany jest ostrostup prawidtowy tréjkatny ABC D o podstawie BC'D,
w ktérym wszystkie katy plaskie przy wierzcholku A sg proste oraz krawedzie
boczne maja dtugosé 1. Rozstrzygnij, czy odlegltos¢ miedzy srodkami sfery
wpisanej w dany ostrostup i sfery opisanej na tym ostrostupie jest liczbg wy-
mierna.

Czwarte zawody indywidualne
17. Wykaz, ze jedli p jest liczba pierwsza, to liczba p®+6 jest zlozona.
18. Udowodnij, ze dla kazdej czworki liczb rzeczywistych a, b, ¢, d spel-
niajacej uktad réwnan
a +b +c +d =4
a’+b*+c*+d* =12
a4+ b+ +d> =28
zachodzi nieréwnosé
abc+bed+ cda+ dab > —4.

19. Na bokach AC i BC tréojkata ABC wybrano odpowiednio takie
punkty Ki L, ze AK=BL. Punkty M i N sg $rodkami odpowiednio odcinkéw
AB i KL. Wykaz, ze prosta M N jest réwnolegta do dwusiecznej kata AC'B.

20. Rozstrzygnij, czy w kwadracie o boku 51 mozna umiesci¢ 145 kwad-
ratéw 4 x 4 o roztacznych wnetrzach.

21. Niech p bedzie liczba pierwsza. Przyjmijmy
agy=p oraz ap;1=3""—-2% dla n=0,1,2,3,...

Wykaz, ze jezeli a, jest liczbg zlozona, to liczba ay, tez jest zlozona.

Mecz matematyczny

22. Rozstrzygnij, czy istnieja takie dodatnie liczby catkowite m < n, ze
n<1,001-m, a przy tym liczba n” jest podzielna przez m™.

23. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC. Punkt A; wybrano w taki spo-
s6b, ze YA BC =4A,CB=<YBAC oraz punkty A, A; leza po tej samej stro-
nie prostej BC'. W analogiczny sposéb wybrano punkty By i C;. Udowodnij,
ze trojkaty ABC i A1 B1C7 maja rowne pola.

24. Rozstrzygnij, czy réwnanie

at+bt+ct 4d* =501

ma rozwiazanie w liczbach catkowitych a, b, ¢, d.
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25. Udowodnij, ze istnieje taka dodatnia liczba catkowita, ktérg mozna
przedstawié¢ na co najmniej 2014 sposobéw w postaci
a?+ b3+,
gdzie a, b, ¢ sa dodatnimi liczbami catkowitymi.

26. Niech S4, Sp, S¢, Sp oznaczaja pola powierzchni sfer dopisanych
odpowiednio do $cian BCD, CDA, DAB, ABC czworoscianu ABC D, a S pole
powierzchni sfery wpisanej w ten czworoécian. Wykaz, ze

11,1 1 1
S 84 S Se Sp’

27. Udowodnij, ze dla kazdej széstki dodatnich liczb rzeczywistych
a, b, ¢, d, e, f zachodzi nieréwnosé

Va2 —abV3+ 02402 —bev3+ e 4\ —cdv3+d? +
+\/d2—de\/§+62+\/62—ef\/§+f2> \/a2+af\f3+f2.

28. Rozstrzygnij, czy dla kazdej piatki dodatnich liczb rzeczywistych
a, b, ¢, d, e zachodzi nieréwnosé
b+c+d+e+a+b+c+d+e+a>5
atc b+d c+e d+a e+b e+d a+e b+a  c+b d+c”

29. Dany jest trapez réwnoramienny ABCD o podstawach AB > CD.
Punkt M jest érodkiem boku AB. Proste AC, BC przecinaja okrag opisany
na tréjkacie C DM po raz drugi odpowiednio w punktach K, L. Proste M K,
M L przecinaja prostg C'D odpowiednio w punktach P, Q). Wykaz, ze punkt D
jest $rodkiem odcinka PQ.

30. W okrag wpisano dwa wielokaty réwnokatne: 2014-kat i 2016-kat.
Jaka najwiekszg liczbe wspdlnych bokéw moga mieé¢ te dwa wielokaty?

31. Rozstrzygnij, czy istnieje czworoscian, ktéry ma siatke bedaca tréj-
katem prostokatnym.

32. Podaj liczbe naturalng n > 1 o nastepujacych wtasnosciach:

1° Dla kazdej dodatniej liczby catkowitej k < n, Twoja druzyna potrafi
przedstawi¢ dowdd nastepujacego twierdzenia: Istnieje skonczenie wiele liczb
pierwszych p, dla ktérych liczba p* + k jest pierwsza.

2° Druzyna przeciwna nie potrafi udowodnié, ze istnieje skonczenie wiele
liczb pierwszych p, dla ktérych liczba p™ +n jest pierwsza.
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Procedura referowania rozwigzania tego zadania:

Kapitan druzyny referujacej X wskazuje liczbe n.

Kapitan druzyny przeciwnej Y wskazuje jednag liczbe k <n.

Druzyna X przedstawia, na ogdlnych zasadach rozgrywki meczowej, do-
wbd twierdzenia sformutowanego w punkcie 1° dla wskazanej liczby k.

Druzyna Y, w ramach formutowania usterek przedstawionego rozwigza-
nia, moze zaprezentowaé¢ dowdd twierdzenia sformutowanego w punkcie 2°.
Dowod ten przedstawia zawodnik wydelegowany przez kapitana druzyny Y,
bez mozliwosci zmiany osoby referujacej. Uznanie tego dowodu za poprawny
oznacza automatyczne uznanie rozwiazania druzyny X za bledne.
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