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Szkice rozwigzan zadan konkursowych

1. Na tablicy napisano skonczenie wiele réznych liczb rzeczywistych. Okazalo sie, ze
dla kazdych dwéch napisanych liczb zostal napisany takze ich iloczyn. Jaka jest najwieksza
mozliwa liczba liczb napisanych na tablicy?

Szkic rozwigzania

Przypusémy, ze wsrdéd napisanych liczb znajduja si¢ co najmniej dwie, ktérych wartosé
bezwzgledna jest wieksza od 1. Niech a bedzie liczba o najwiekszej wartosci bezwzgledne;j.
Jesli b jest inna liczba o wartosci bezwzglednej wigkszej od 1, to |a-b| > |a|. Z otrzymanej
sprzecznosci wynika, ze co najwyzej jedna z liczb znajdujacych sie na tablicy moze mieé¢
wartos¢ bezwzgledna wieksza od 1. Podobnie dowodzimy, ze co najwyzej jedna z napisanych
liczb moze mie¢ wartosé bezwzgledna z przedziatu (0,1). Rozwazymy dwa przypadki.

(a) Na tablicy znajduje si¢ liczba —1. Niech a bedzie dowolna inna napisana liczba.
Woéwezas dla kazdej dodatniej liczby calkowitej n na tablicy widnieja liczby a™ oraz —a™.
Stad wynika, ze a =0 lub a =1, czyli napisane zostaly co najwyzej trzy liczby.

(b) Jedli na tablicy nie ma liczby —1, to napisanych liczb moze by¢ co najwyzej cztery:
jedna o wartosci bezwzglednej z przedziatu (0,1), jedna o wartosci bezwzglednej wigkszej
niz 1 oraz 01 1.
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Pozostaje zauwazyc¢, ze czworka liczb 0, 5, 1, 2 spelnia warunki zadania.

2. Na okregu k dane sa takie punkty A, B, ze odcinek AB nie jest $rednica tego
okregu. Po dhuzszym tuku AB okregu k porusza sie punkt C' w taki sposob, ze tréjkat
ABC jest ostrokatny. Punkty D i E sa spodkami wysokosci trojkata ABC poprowadzonych
odpowiednio z punktéow A i B. Punkt F' jest rzutem prostokatnym punktu D na prosta
AC, a punkt G jest rzutem prostokatnym punktu E na prosta BC.

(a) Udowodnij, ze proste AB i FG sa réwnolegle.

(b) Wyznacz zbiér érodkéw S odcinka F'G, odpowiadajacych mozliwym polozeniom
punktu C.

Szkic rozwigzania

(a) Punkty A, B, D, E leza na jednym okregu (o $rednicy AB). Stad SABD=<DEF.
Analogicznie wykazujemy, ze YDEF = <FGC. Wobec tego SABD = SFGC, czyli proste
AB i FG sa rownolegtle.

(b) Oznaczmy przez M $rodek odcinka AB. Punkty M, S i C leza na jednej proste;.
Wielko$éé kata AC'B nie zalezy od potozenia punktu C. Oznaczmy ja przez v. Wowczas
c¢cs CF CF CD
CM CA CD CA CM
Stad wniosek, ze punkt S jest obrazem punktu C' w jednoktadnosci o érodku w punkcie M
i skali 1—cos?+.
Oznaczmy przez C7, Cs takie punkty na okregu k, ze proste AC i BCy sa prostopadtle
do prostej AB. Szukany zbiér punktéw jest obrazem krétszego tuku C;Co okregu k (bez
punktéw C; i Cy) w opisanej wyzej jednokladnosci.
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3. Udowodnij, ze jesli n jest dodatnia liczba catkowita, to liczba 2(n?+1) —n nie jest
kwadratem liczby calkowitej.

Szkic rozwigzania

Rozwazmy reszty z dzielenia liczby n przez 3. Jesli n=0 (mod 3) lub n=2 (mod 3), to
2(n?+1)—n=2 (mod 3), wiec liczba 2(n?+1)—n nie moze by¢ kwadratem liczby catkowitej.
Wobec tego liczba n musi dawac reszte 1 z dzielenia przez 3. Mamy wéwczas trzy mozliwosci

n=1 (mod9), n=4(mod9) lub n=7(mod?9).
W kazdym z powyzszych przypadkéw otrzymujemy 2(n?+1) —n =3 (mod 9), a zatem

liczba 2(n?+1) —n jest podzielna przez 3, ale nie jest podzielna przez 9, czyli nie moze by¢
kwadratem liczby calkowitej.

4. Dany jest romb ABCD, w ktérym <BAD = 60°. Punkt P lezy wewnatrz rombu,
przy czym spelnione sa rownosci BP =1, DP =2, CP =3. Wyznacz dlugos$¢ odcinka AP.

Szkic rozwigzania

Trojkat ABD obréémy wokot punktu B o 60°, w taki sposéb, aby punkt A przeszedt
na punkt D. Obraz punktu P przy tym obrocie oznaczmy przez (). Zauwazmy, ze BP = B(Q)
oraz SPBQ = 60°. Wobec tego tréjkat PBQ jest réwnoboczny, skad wniosek, ze PQ = 1.
Ponadto CQ = DP =2 oraz C'P = 3. Stad na mocy nieréwnodci trojkata otrzymujemy, ze
punkt Q lezy na odcinku C'P, a zatem ¥BQC = 120°.

Rozwazmy tréjkat PQD. Poniewaz ¥BPD = <BQC = 120° oraz <BPQ = 60°, to
IDPQ =60°. Ponadto DP =2 i PQ =1. Wobec tego tréjkat ten jest prostokatny, skad
wniosek, ze AP =DQ =+/3.

5. Wyznacz wszystkie trojki (a, k,n) liczb catkowitych dodatnich, dla ktérych spelniona
jest rownosé
k+a*=n+2a".

Szkic rozwigzania
Przypusémy, ze a > 2. Rozwazymy dwa przypadki.

(a) Jesli k<n, to a* <2a", wiec k+a* <n+2a".
(b) Jedli k>n+1, to a¥ >a-a™ >2a", a zatem k+a* >n+2a".

Wobec tego a=1. Stad wynika, ze tréjki (a,k,n), spelniajace warunki zadania, sa
postaci (1,n+1,n) dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n.

6. Na szachownicy 8 x 8 uktadamy klocki o ksztalcie przedstawionym na —|
rysunku (mozna je obracaé¢ o 90°). Klocki nie moga na siebie nachodzié¢ ani
wystawac poza krawedz szachownicy. Wyznacz najwieksza mozliwg liczbe pol
szachownicy, ktére mozemy w ten sposéb pokry¢. |T

Szkic rozwigzania

Pokolorujmy na czerwono trzeci i szésty wiersz szachownicy. Zauwazmy, ze kazdy klocek
przykrywa dokladnie jedno czerwone pole. A zatem na szachownicy zmiesci sie co najwy-
zej 16 klockéw. Bezposrednio sprawdzamy, ze utozenie takiej liczby klockéw jest mozliwe.
Mozemy wiec pokryé maksymalnie 3-16 =48 pol.
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