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Szkice rozwigzan zadan konkursowych

1. Rozstrzygnij, czy istnieje nieskonczenie wiele takich liczb pierwszych p, dla ktorych
istnieje dodatnia liczba naturalna n o tej wlasnodci, ze liczba n?+n+1 jest wielokrotnoscia
liczby p.

Szkic rozwigzania

Niech P oznacza zbiér wszystkich liczb pierwszych o danej wlasnosci. Zauwazmy, ze
zbiér P jest niepusty. Jego elementem jest na przyklad liczba 3, gdyz 3|12+ 1+1.

Przypusémy, ze zbioér P jest skonczony i nalezy do niego doktadnie £ liczb pierwszych:
D1, P2y - -+ Pk- Przyjmijmy n=pi-ps-...-pg. oraz niech p bedzie dzielnikiem pierwszym liczby
n?+n+1.

Wéwezas liczba pierwsza p spelnia warunki zadania, wiec nalezy do zbioru P. Z drugiej
za$ strony, liczba n?4+mn+ 1 nie jest podzielna przez zadna z liczb p1,pa,...,pr ze zbioru
P, a zatem liczba p nie nalezy do zbioru P. Z otrzymanej sprzecznosci wynika, ze zbiér P
zawiera nieskonczenie wiele elementéw.,

2. Wyznacz wszystkie dodatnie liczby catkowite n takie, ze suma trzech najwiekszych
dzielnikéw liczby n jest rowna 1457.

Szkic rozwigzania
Poniewaz szukana liczba ma co najmniej trzy dzielniki, wiec nie jest to liczba pierwsza.
Oznaczmy przez p najmniejszy dzielnik pierwszy liczby n. Rozwazymy dwa przypadki.

(a) Trzy najmniejsze dzielniki liczby n to 1, p i p?. Wéwcezas trzy najwicksze dzielniki

liczby n to liczby n, % oraz ]%. Wobec tego

N4~ = 1457,
p P
a zatem
1457p?
n=-—_——.
p’+p+1

Poniewaz liczby p? oraz p? +p+1 sa wzglednie pierwsze, wiec p? +p+1|1457.

Liczba 1457 ma trzy dzielniki wieksze od 1. Sa to liczby 31, 47 oraz 1457. Jedyna liczba
naturalng spetniajaca réwnosé p? +p+1=31 jest p=>5; otrzymujemy wtedy n=1175. Z kolei
réwnania p? +p+1=47 oraz p?+p+1=1457 nie maja rozwigzan w liczbach naturalnych.

(b) Trzy najmniejsze dzielniki liczby n to 1, p i ¢q, gdzie ¢ > p jest liczba pierwsza.

Woéwezas trzy najwicksze dzielniki liczby n to liczby n, % oraz %. Wobec tego

n n

n+—+—=1457,

P q

a zatem
1457pq
n=———.
Pq+p+q
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Poniewaz liczby pq oraz pg+p+q sa wzglednie pierwsze, wiec pg+p-+q|1457. Stad wynika,
ze liczba pg+p+q jest réwna 31, 47 lub 1457, a zatem liczba pg+p+q+1=(p+1)(¢+1)
wynosi 32, 48 lub 1458.

Istnieje jedna para (p,q)=(3,7) liczb pierwszych spelniajaca réwnosé (p+1)(g+1)=32.
Stad otrzymujemy n=987. Ponadto istnieja dwie pary (p,q)=(3,7) oraz (p,q) =(5,7) liczb
pierwszych speliajace rownosé (p+1)(g+1)=48. Wowczas uzyskujemy odpowiednio n=987
lub n=1085. Z kolei réwnanie (p+1)(g+1)=1458 nie ma rozwiazan w liczbach pierwszych.

Bezposrednio sprawdzamy, ze liczby 987, 1023, 1085 oraz 1175 spelniaja warunki za-
dania. Sa to jedyne liczby o zadanej wtasnosci.

3. W pewnej grupie jest n > 5 oséb, przy czym kazde dwie osoby, ktére sie nie znaja,
maja doktadnie jednego wspdélnego znajomego oraz zadna osoba nie zna wszystkich pozo-
statlych. Udowodnij, ze mozna 5 sposréd danych n oséb usadzi¢ przy okraglym stole tak,
aby kazda z nich siedziala pomiedzy swoimi

(a) znajomymi,

(b) nieznajomymi.

Szkic rozwigzania

Niech A bedzie osobg o najwiekszej liczbie znajomych. Oznaczmy przez B osobe, ktérej
A nie zna, a przez C' jedynego wspolnego znajomego oséb A i B.

Osoba C' ma co najwyzej tylu znajomych co A oraz zna osobe B. Wobec tego osoba
A zna co najmniej jedng osobe, ktorej nie zna C. Oznaczmy ja przez D. Osoby tej nie zna
osoba B, gdyz A i B maja dokladnie jednego wspdlnego znajomego i jest nim C.

Skoro B i D si¢ nie znaja, to maja dokladnie jednego wpdlnego znajomego. Nie jest
nim ani A, ani C. Oznaczmy go przez E. Wspdlnym znajomym oséb A i B jest C, wiec A
nie zna E. Wspdélnym znajomym oséb C' i D jest A skad wynika, ze C' nie zna E.

Jesdli wymienionych 5 0s6b usiadzie przy okraglym stole w kolejnosci: A, C, B, F,
D, to kazda osoba bedzie siedziala pomiedzy swoimi znajomymi. Jesli z kolei usiada oni
w kolejnosci A, B, D, C', E, to kazda osoba bedzie siedziala pomiedzy swoimi nieznajomymi.

4. W czworokacie wypuktym ABCD
IDAB=<YABC =<4BCD >90°.

Okrag opisany na trojkacie ABC przecina boki AD i CD odpowiednio w punktach K
i L, réznych od wierzchotkow czworokata. Odcinki AL i CK przecinaja sie w punkcie P.
Udowodnij, ze $ADB = <PDC.

Szkic rozwigzania
Czworokat ABCL jest wpisany w okrag. A zatem JSLAB+<JBCL=180° skad wynika,
ze SLAB+ YABC = 180°, czyli proste AL i BC sa réwnolegle. Analogicznie wykazujemy,
ze proste AB i CK sa rownolegle. Wobec tego czworokat ABCP jest rownolegtobokiem.
W szczegdlnosci AB = AP.
Stad, korzystajac z podobienstwa par tréjkatéw K PL i APC oraz DAC i DLK, otrzy-
mujemy
LP LP LK DL
AB CP AC DA’
Zauwazmy ponadto, ze SDAB = JABC =180° — ALC = $DLP. A zatem trojkaty DAB
i DLP sa podobne, skad wniosek, ze SADB = <JPDC.
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5. Dane sa dodatnie liczby rzeczywiste a, b, ¢, spelniajace réwnos$é¢ ab+ac+bec> a+b+-c.
Wykaz, ze a+b+c>3.

Szkic rozwigzania

Poniewaz (a—b)?+ (a—c)?+(b—c)? >0, wiec a®+b*+c? > ab+bc+ ca. Po dodaniu do

obu stron tej nieréwnodci wyrazenia 2(ab+bc+ca), uzyskujemy (a+b+c)? > 3(ab-+ac+bc).
Wobec tego

a+b+c S ab+ac+bc 51

3 7 a+b+c

co konczy dowdd.

6. Dany jest kwadrat ABC'D, w ktérym |AB|=a. Wyznacz najmniejsza mozliwa dtu-
gos¢ promienia trzech przystajacych két, przy pomocy ktérych mozna pokryé¢ dany kwadrat.

Szkic rozwigzania

Wykazemy, ze najmniejsza mozliwa dtugo$¢ promienia trzech przystajacych kot, przy
pomocy ktérych mozna pokryé dany kwadrat wynosi av/65/16.

Niech E, F beda takimi punktami odpowiednio na bokach AD, BC', ze AEk=BF = %a,
a G — Srodkiem boku C'D. Wéwczas trzy przystajace kota o érednicach BE, GE oraz GF
dtugosci av/65/8 pokrywaja kwadrat ABCD (rys. 1).

G

kq

rys. 1

Przypusémy teraz, ze istnieje pokrycie przy pomocy trzech przystajacych kot [y, ls,
l3 o mniejszej $rednicy. Zauwazmy, ze jedno z kot musi pokryé dwa sasiednie wierzchotki
kwadratu. Bez straty ogdélnosci mozemy przyjac, ze kolo l; pokrywa wierzchotki A i B.
Wobec tego kolo to nie pokrywa punktu E. Zalézmy zatem, ze punkt E nalezy do kota
lo. Stad wynika, ze punkt G nie moze by¢ pokryty przez kolo l5. Poniewaz nie nalezy on
rowniez do kota [y, wigc jest pokrywany przez kolo l3. Ponadto punkt C' musi nalezeé¢ do
kola l3. Skoro punkt A jest pokryty przez koto Iy, a punkt G — przez kolo I3, to punkt F
musi nalezeé¢ do kola 5.
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Oznaczmy przez H srodek boku AD. Zauwazmy, ze nie nalezy on do kota [, gdyz koto
to pokrywa punkt B. Podobnie nie nalezy on do kota I, poniewaz koto to pokrywa punkt F,
ani do kota I3, gdyz koto to pokrywa punkt C. Otrzymana sprzeczno$é¢ konczy rozwiazanie
zadania.

- ) .
7R\ stowarzyszenie MINISTERSTWO Osropex UNIAEUROPEJSKA | ,***,
KAP|TA|'. LU DZ K| (L na rzecz Edukacji EDUKACJI . Rozwoju EUROPEJSKI * by
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI V/M\ Matematycznej NARODOWEJ EpukACH FUNDUSZ SPOLECZNY .
\ iy

Projekt wspétfinansowany przez Unig Europejska w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego 4



