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Rozwigzania zadan testowych

1. Istnieje liczba pierwsza, ktora przy dzieleniu przez 6 daje reszte

T | a)2;

T| b)3;

N| ¢)4
Komentarz

a), b) Liczby 2 i 3 sa pierwsze i daja odpowiednio reszty 2 i 3 przy dzieleniu przez 6.

c¢) Dodatnia liczba catkowita, ktora z dzielenia przez 6 daje reszte 4, jest postaci
6n+4=2(3n+2),

gdzie n jest pewna liczba calkowita nieujemna. Czynniki 2 oraz 3n+2 sa wigksze od 1, skad

wniosek, ze liczba 2(3n+2) jest zlozona.

2. Liczby rzeczywiste a, b spelniaja warunek a+b > 0. Wynika z tego, ze

N| a)a-b>0;
b) (a+1)-(b+1)>a-b;
T| ¢)a®+b*>>0.

H

Komentarz
a) Jeslia=2,b=—-1,t0a+b=1>0, lecz a-b=—-2<0.

b) Przeksztalcajac réwnowaznie nier6wnos$é (a+1)-(b+1) > a-b, uzyskujemy
a-b+a+b+1>a-b,

czyli (a+b)+1>0. Ostatnia nieréwnos¢ jest prawdziwa, a wiec réwniez wyjsciowa nieréwnosé

jest prawdziwa.
¢) Z warunku a+b>0 wynika, Ze a>—b. Wobec tego réwniez a®> (—b)3, czyli a®>+b>>0.

3. Bartek miat obliczy¢ wartos¢ wyrazenia a+b- ¢ dla pewnych dodatnich liczb rzeczy-
wistych a, b, c. Zapomnial on jednak o kolejnoéci wykonywania dziatan i najpierw
dodat liczby a i b, po czym uzykang sume pomnozyt przez c. Okazalo si¢, ze pomimo

tego Bartek otrzymal prawidtowy wynik. Wynika z tego, ze

N | a) wszystkie liczby a, b, ¢ byly catkowite;
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T | b) co najmniej jedna z liczb a, b, ¢ byla catkowita;

N | c¢) wszystkie liczby a, b, ¢ byly rowne 1.

Komentarz
a), b), ¢) Z warunkéw zadania wynika, ze a+b-c= (a+0b)-c. Przeksztalcajac réwno-
waznie te zaleznosé, uzyskujemy kolejno
a+b-c=a-c+b-c;
a-c—a=0;
a-(c—1)=0.
Poniewaz liczba a jest rézna od 0, wiec ostatnia rownosc sprowadza sie do c=1. Wobec tego

liczby a, b, ¢ spelniaja podany warunek wtedy i tylko wtedy, gdy c=1.

4. Istnieje taki trojkat ABC, w ktérym AB = AC =1 i ktorego pole

T | a) jest mniejsze od %;

1.
2

—

b) jest réwne

N | c) jest wieksze od 3.

Komentarz
b) Tréjkat, w ktérym AB = AC =1 oraz $BAC = 90° ma pole réwne % (rys. 1).
C
C
2\ : RN
A 1 B A 1 B A 1 B
rys. 1 rys. 2 rys. 3

a) Uzasadnimy, ze kazdy tréjkat, w ktérym AB = AC =1 oraz LBAC # 90° ma pole

mniejsze od %

Oznaczmy przez h wysoko$¢ trojkata ABC' poprowadzona z wierzchotka C' (rys. 2, 3).
Wowcezas h < AC, czyli h < 1. Pole tréjkata ABC jest wtedy réwne

1
—AB-h
2 )
1

co z kolei jest mniejsze od 3" 1-1= 3

¢) Z podpunktéw a) i b) wynika, ze kazdy tréjkat, w ktérym AB = AC' =1 ma pole
albo réwne % (gdy ¥BAC =90°) albo mniejsze od % (gdy SBAC #90°).
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5. W okrag jest wpisany kwadrat, a w ten kwadrat jest wpisany mniejszy okrag.

Wynika z tego, ze pole pierécienia kolowego ograniczonego tymi okregami

T | a) jest rowne polu kota wpisanego w dany kwadrat;

)

b) jest mniejsze od pola kwadratu;

T | c) jest wieksze od 75% pola kwadratu.

Komentarz

Niech ABC'D bedzie danym kwadratem. Oznaczmy ponadto przez O wspdélny $rodek
obu okregéw i kwadratu, a przez M — srodek boku AB. Niech ponadto r bedzie promie-
niem mniejszego okregu. Wéwczas bok kwadratu ABC'D ma dtugosé 2r, a jego przekatna
2rv/2. Wobec tego promien wiekszego okregu réwna sie rv/2. Pole piericienia kotowego

ograniczonego okregami jest wiec réwne

m(rv'2)? —mr? =2mr? —mr? = 2.

rys. 4
a) Pole mniejszego kota jest réwne mr?, czyli tyle samo, co pole pierscienia.
b) Poniewaz 7r? < 4r?, wigc pole pierécienia jest mniejsze od pola kwadratu.

c) Z kolei 7r? > % -4r?, wiec pole pierécienia jest wicksze od 75% pola kwadratu.

6. Bartek rzucit 100 razy sze$cienna kostka do gry, a nastepnie pomnozyt wszystkie

uzyskane liczby oczek. Wynika z tego, ze iloczyn, ktory otrzymal Bartek

N | a) jest liczba zlozona;

—

b) jest liczba sktadajaca sie z co najwyzej 100 cyfr;

N | c¢) jest rézny od 2%°0.3%0,

Komentarz
a) Bartek moglt wyrzucié 99 razy liczbe 1 oraz jeden raz liczbe 2. Wtedy iloczyn

wszystkich wyrzuconych oczek réwna sie 2, a wiec jest liczba pierwsza.
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b) Bartek za kazdym razem wyrzucil liczbe mniejsza od 10. Wobec tego iloczyn, ktory
otrzymal, jest liczbg mniejsza od 10'%°, a liczby mniejsze od 10'°° skladaja sie z co najwyzej
100 cyfr.

c¢) Bartek mégt wyrzucié 50 razy liczbe 4 oraz 50 razy liczbe 6. Wtedy uzyskany iloczyn

jest I'éWIly 450 . 650 — 2100 . (250 . 350) — 2150 A 350.

7. Kazda dodatnig liczbe catkowita mozna przedstawi¢ w postaci sumy

N | a) doktadnie dwéch kolejnych liczb catkowitych;

Z

b) doktadnie trzech kolejnych liczb catkowitych;

T | c¢) co najmniej dwoch kolejnych liczb catkowitych.

Komentarz

a) Suma dwoch kolejnych liczb calkowitych jest liczba nieparzysta. Istotnie, jesli n
oznacza liczbe catkowita, to n+(n+1)=2n+1. W zwiazku z tym zadnej liczby parzystej
(np. 2) nie da sie przedstawi¢ w postaci sumy dokladnie dwéch kolejnych liczb catkowitych.

b) Suma trzech kolejnych liczb catkowitych jest liczba podzielna przez 3. Istotnie, jesli n
oznacza liczbe catkowita, to n+(n+1)+(n+2)=3(n+1). Zatem dowolnej liczby niepodzielne;
przez 3 (np. 1) nie da sie przedstawi¢ w postaci sumy dokladnie trzech kolejnych liczb
catkowitych.

c) Jesli n jest dowolna liczba catkowita dodatnia, to

n=—(n—-1)—(n—-2)—...—14+0+14+2+...4+(n—1)+n.

Prawa strona powyzszej réwnosci jest suma kolejnych liczb catkowitych od —(n—1) do n.

Ta suma sktada si¢ z co najmniej dwoch sktadnikéw, gdyz n > 1.

8. Dodatnig liczbe calkowityg a zmniejszono o 70%, a nastepnie uzyskany wynik po-

wiekszono o 20%. Uzyskano w ten sposéb liczbe catkowita b. Wynika z tego, ze

N | a) liczba a jest podzielna przez 100;

H

b) liczba b jest podzielna przez 9;

T | c) liczba ab jest kwadratem liczby caltkowite;j.

Komentarz

70 3
Po zmniejszeniu dodatniej liczby a o 70% uzyskujemy a — 100 ca= 0 -a. 7 kolei po-

wiekszajac te liczbe o 20%, dostajemy

(3 > 20 (3 > 12 (3 > 9
b: —-a +_ — a|l=— - —al=—"a
10 100 \ 10 10 \ 10 25

a) Przyjmujac a =25, uzyskujemy b =09, czyli liczbe catkowita. Jednak liczba 25 nie
jest podzielna przez 100.
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b) Uzyskana wyzej réwno$¢ mozemy przepisa¢ w postaci 9a = 25b. Poniewaz liczba 9

nie ma wspolnych dzielnikéw pierwszych z liczba 25, wiec b jest podzielne przez 9.

c¢) Powyzsza rownosé mozemy przepisaé takze w postaci

b 2
b=(5--) .
‘ < 3)
Z podpunku b) wiemy, ze liczba b jest podzielna przez 9, jest wiec ona takze podzielna

b
przez 3. W zwiazku z tym liczba 5 - 3 jest catkowita, jako iloczyn dwdéch liczb catkowitych.

9. Istniejg takie liczby catkowite a > 1 oraz b> 1, ze

T| a)a®=05%
T| b)a?=2-b%
N| ¢)a?=2-b°

Komentarz
a) Liczby a =23, b=2? spelniaja podang réwnosé.
b) Liczby a =4, b=2 spelniaja podana réwnos¢.

c¢) Przypusémy, ze takie liczby istnieja. Dang zalezno$é mozemy przeksztalcié¢ do postaci

2 2
Utamek % zapiszmy w postaci ulamka nieskracalnego %. Witedy (%) =2, czyli Z—; =2.
1 1 1

a a
Poniewaz ulamek — jest nieskracalny, wiec takze ulamek — jest nieskracalny. Skoro wiec
by bi
jego wartoéé jest réwna 2, to by = 1. Wobec tego a? =2. Jednak nie istnieje liczba catkowita,

ktorej kwadrat jest rowny 2. Otrzymali$my sprzeczno$c.

Uwaga.
a
W podpunkcie ¢) wykazaliSmy, Ze nie istnieje taka liczba wymierna 7 ktorej kwadrat
a
jest réwny 2. Wynika stad, ze liczby v/2 nie mozna przedstawi¢ w postaci utamka 7 gdzie a

i b sa dodatnimi liczbami catkowitymi. Dowiedliémy zatem, ze liczba /2 jest niewymierna.

10. W pewnym pieciokacie wypuklym wszystkie przekatne sa rownej dtugosci. Wynika

z tego, ze

N | a) wszystkie boki tego pieciokata sa réwnej dtugosci;

Z

b) wszystkie katy wewnetrzne tego pieciokata sa réwnej miary;

N | ¢) jest to pieciokat foremny.
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Komentarz
a), b), ¢) Pieciokat ABCDFE przedstawiony na rysunku 5 nie spelnia zadnego z wa-
runkéw a), b), c), lecz ma wszystkie przekatne réwnych dlugosci. Mozna go skonstruowaé

nastepujaco:

1
1
1
1
i
1

rys. 5
Niech a bedzie dowolna liczbg dodatnia, a o dowolnym katem o mierze mniejszej od 36°.
Konstrukacje zaczynamy od dwoch tréjkatéw rownoramiennych ACE i BEC, o ramionach
rownych a i katach ACE, BEC réwnych a. Nastepnie konstruujemy trojkat ABD, w ktérym
AD=BD =a.

11. W pewnej grupie sktadajacej si¢ z co najmniej trzech oséb kazdy zna dokladnie
jedna sposréd pozostalych oséb (przyjmujemy, ze jesli osoba A zna osobe B, to B
zna A). Wynika z tego, ze

N | a) istnieje osoba w tej grupie, ktéra wszyscy znaja;

H

b) liczba 0s6b w grupie jest parzysta;

T | ¢) mozna posadzi¢ wszystkie osoby tej grupy przy okraglym stole w taki sposéb, by

kazdy siedziat obok swojego znajomego.

Komentarz

a) Gdyby taka osoba istniala, to znalaby ona wszystkich pozostalych, a wiec co naj-
mniej 2 inne osoby. Jest to sprzeczne z warunkami zadania.

b), ¢) Wybierzmy dowolna osobe A;. Zna ona pewna inna osobe A;. Wybieramy kolejna
osobe As, r6zng od A; i As. Ona takze zna pewna osobe Ay, ktora nie jest ani A;, ani As
— w przeciwnym razie osoba A4 miataby co najmniej dwoch znajomych. Dalej, wybieramy
kolejng osobe As, rézng od A1, As, Az, A4. Ona réwniez zna pewna osobe Ag, ktora jest rézna
od Ay, Ay, Az, Ay. Postepowanie to kontynujemy. Po jego zakonczeniu uzyskamy wszystkie

osoby z tej grupy potaczone w pary znajomych:
(A17A2)7 (A37A4)a R (A2n—17A2n) .

Stad wniosek, ze w grupie jest parzysta liczba osob.
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Wtedy takze mozna je posadzié przy okraglym stole w taki sposob, kazdy siedziat obok

swojego znajomego (zob. rysunek 6 dla n==6).

A1o
Ali/. Ay
A1o \ Ay
Ag As
Ar 0/.A5
Ag
rys. 6

12. Liczby a, b, c sa naturalne oraz a+b+c jest liczba parzysta. Wynika z tego, ze

T | a) abe jest liczba parzysta;

)

b) a—b+c jest liczba parzysta;

N | ¢) ab+bc+ca jest liczba parzysta.

Komentarz

a) Przypu$émy, ze liczba abc jest nieparzysta. Wtedy wszystkie czynniki a, b, ¢ sa nie-
parzyste, wobec czego takze suma a+b+c jest liczba nieparzysta. OtrzymaliSmy sprzecznosé,
ktora dowodzi, ze liczba abc jest parzysta.

b) Zauwazmy, ze a—b+c= (a+b+c)—2b. Obie liczby a+b+c i 2b sa parzyste, a wiec
liczba a— b+ c jest takze parzysta, jako réznica dwéch liczb parzystych.

¢) Przyjmijmy a=b=1, ¢ =2. Woéwczas suma a+b+c=4 jest liczba parzysta, lecz
ab+bc+ca=>5 jest liczba nieparzysta.

13. Punkty A, B, C, D leza na okregu o promieniu 1, przy czym cieciwy AC i BD
przecinaja sie i sg prostopadte. Wynika z tego, ze

T | a) pole czworokata ABCD jest nie wieksze od 2;

H

b) dtugoéé pewnego boku czworokata ABCD nie przekracza v/2;

N | c¢) czworokat ABCD jest kwadratem.

Komentarz
a) Dtugosci odcinkéw AC i BD nie przekraczaja 2, poniewaz sa one cigciwami okregu

o $rednicy 2. Wobec tego
1 1
[ABCD] :§AC’-BD< —-2-2=2,

2
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gdzie [ABC D] oznacza pole czworokata ABCD.

A

rys. 7

b) Oznaczmy przez E punkt przeciecia przekatnych AC' i BD. Poniewaz dlugo$é¢ od-
cinka AC' nie przekracza 2, wiec dtugos¢ ktéregos z odcinkéw AE, EC nie przekracza 1.
Bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze AF < 1.

Podobnie, dtugosé¢ odcinka BD nie przekracza 2, wigc dlugosé ktoregos z odcinkdw

BE, ED nie przekracza 1. Bez straty og6lnosci przyjmijmy, ze BE <1. Wtedy

AB=+AE2+ BE2<\12+12=1/2.

c) Jedli AC' i BD sa dwiema prostopadlymi, przecinajacymi sie cieciwami, z ktérych
co najmniej jedna nie jest Srednica okregu, to czworokat ABC D spelnia warunki zadania

i nie jest kwadratem.

14. Roéwnolegle do bokéw kwadratu o boku dlugosci 4 poprowadzono proste dzielace
ten kwadrat na 16 matych kwadratow o boku dlugosci 1. Nastepnie w niektorych
z uzyskanych kwadratéw 1x 1 narysowano jedng przekatng w taki sposéb, by zadne
dwie narysowane przekatne nie miaty wspélnych koncéow. Wynika z tego, ze nary-

SOWano co najwyzej

N | a) 7 przekatnych;

b) 9 przekatnych;

T | ¢) 12 przekatnych.

Komentarz

a), b) Rysunek 8 przedstawia sposéb narysowania 10 przekatnych w sposéb opisany

w tresci zadania.
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@ ® ® 8 ®

[ ® *- & ®

¢ e =3 e ¢
rys. 8

¢) Gdyby bylo mozliwe narysowanie 13 przekatnych zgodnie z warunkami zadania,
to taczna liczba punktéw zajetych przez konce narysowanych przekatnych bylaby réowna
13-2=26. Tymczasem koniec kazdej przekatnej lezy w jednym z punktow, zaznaczonych na
rysunku 8, ktorych jest tylko 25. Uzyskana sprzecznosé¢ dowodzi, ze nie mozna narysowac

wiecej niz 12 przekatnych spelniajacych warunki zadania.

15. Dany jest prostopadloscian o podstawach ABC'D, K LM N oraz krawedziach bocz-
nych AK, BL, CM, DN. Wynika z tego, ze

a) JALC = 4ANC;
T| b) YALC =<DM B;
N| ¢) JANB=<4BKC.

Komentarz
a) Zauwazmy, ze CL = AN oraz AL=CN (rys. 9). Wobec tego tréjkaty ACL i CAN
sa przystajace (cecha bok-bok-bok). Stad SALC = JANC.

rys. 9

b) Zauwazmy, ze AL=DM, AC=DB oraz CL=BM (rys. 10). W zwiazku z tym
trojkaty ALC i DM B sy przystajace (cecha bok-bok-bok). Stad SALC = <DMB.
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rys. 10

¢) Rozpatrzmy prostopadloscian, w ktérym AB=2 oraz BC=CM =1 (rys. 11). Wy-

kazemy, ze wtedy SAN B #<<BKC'. Przypuéémy przeciwnie, ze $ANB=<JBKC. Poniewaz
YBAN =<4KBC=90° oraz BN=CK,

wiec tréjkaty ABN i BCK sa przystajace (cecha kat—bok-—kat). Jednak pierwszy z tych
tréjkatéw ma boki dlugosci 2, v/6, /2, a drugi 1, v/6, v/5. Otrzymaliémy sprzecznosé,
z ktérej wynika, ze SANB # YBKC.
M

rys. 11
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