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Rozwigzania zadan testowych

1. Miary «, 3, v katéw pewnego trojkata spetniaja warunek a+3 <. Wynika z tego,

ze

N | a) tréjkat ten jest ostrokatny;

H

b) tréjkat ten jest rozwartokatny:;

N | c¢) taki tréjkat nie istnieje.

Komentarz

Przeksztalcimy podang nieréwnosé¢ réwnowaznie. Dodajac do obu jej stron ~, otrzy-
mujemy a+ 047 < 27v. Suma katéw w trdjkacie jest réwna 180°, a zatem 180° < 2+. Stad
wniosek, ze warunek dany w tresci zadania jest rownowazny zaleznosci 90° <+, ktora ozna-

cza, ze trojkat jest rozwartokatny.

2. Dhugosé przekatnej pewnego kwadratu jest liczba niewymierna. Wynika z tego, ze

N | a) pole tego kwadratu jest liczba wymierna;

Z

b) dlugosé boku tego kwadratu jest liczba wymierna;

N | ¢) obwdd tego kwadratu jest liczba catkowita.

Komentarz

Rozwazmy kwadrat, ktérego przekatna d ma dtugosé /2. Liczba v/2 jest liczba nie-
wymierna. Ponadto pole rozwazanego kwadratu jest réwne
1d2 — Q
2 2
i jest to liczba niewymierna. Z kolei dtugo$é¢ boku tego kwadratu wynosi

V2, VB8
2 2

i jest to takze liczba niewymierna. Wreszcie obwéd tego kwadratu to

4-‘/7§d:2\/§d:2<‘/§

i ta liczba jest rowniez niewymierna.
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3. Istnieje liczba naturalna o sumie cyfr réwnej 2012, podzielna przez

H
=
ot

Komentarz

a), b) Niech a bedzie liczba, ktorej pierwsze 2012 cyfr to 1, a cyfry dziesiatek i jednosci
sa réwne 0. Liczba a jest podzielna przez 4, gdyz jej ostatnie dwie cyfry tworzg liczbe
podzielng przez 4. Liczba a jest podzielna przez 5, gdyz jej ostatnia cyfra to O.

c¢) Poniewaz 6 =2-3 oraz najwiekszy wspdlny dzielnik liczb 2 i 3 wynosi 1, wiec liczba
naturalna jest podzielna przez 6 wtedy i tylko wtedy, gdy jest podzielna przez 2 i przez 3.
Liczba 2012 nie jest podzielna przez 3, a zatem na mocy cechy podzielnosci przez 3, liczba
o sumie cyfr réwnej 2012 nie moze by¢ podzielna przez 3. Tym bardziej wiec liczba ta nie

moze by¢ podzielna przez 6.

4. Nieréwnosé vVz2—1>z

N | a) nie ma rozwiazan w zbiorze liczb rzeczywistych;

H

b) ma co najmniej jedno rozwiazanie w zbiorze liczb rzeczywistych;

T | ¢) ma nieskonczenie wiele rozwiazan w zbiorze liczb rzeczywistych.

Komentarz

Kazda liczba z < —1 spelnia podang nieréwnosé. Istotnie: jesli x < —1, to 22 > 1, czyli
22 —1>0, a zatem wyrazenie v/z22 —1 jest okreélone. Ponadto v/z2—1>0. Wobec tego

Vzz—1>0>—-1>ux.

5. Dane sa takie liczby catkowite a i b, ze liczby a+0b i a —b sa podzielne przez 12.
Wynika z tego, ze obie liczby a i b sa podzielne przez

T| a)2;

T| b)3;

N| ¢)4
Komentarz

a), b) Skoro obie liczby a+b i a—b sa podzielne przez 12, to ich suma oraz réznica
maja rowniez te wlasnosé. Stad wynika, ze liczby 2a i 2b sa podzielne przez 12, a zatem
istnieja takie liczby catkowite k i [, ze 2a =12k oraz 2b=12l. Wobec tego a =6k, b= 61,

wiec liczby a i b sa podzielne zaréwno przez 2 jak i przez 3.
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¢) Przyjmijmy a =6 oraz b=6. Wéwczas liczby a+b=12 i a—b=0 sa podzielne

przez 12. Jednak wtedy zadna z liczb a i b nie jest podzielna przez 4.

6. Trojkat ABC jest podstawa takiego ostrostupa ABC'S, ze katy ASB, BSC, CSA

sg rowne. Wynika z tego, ze

N| a) AS=BS=CS;
b) AB=BC =CA;

Z

N | c¢) ostrostup ABCS jest prawidlowy.

Komentarz

Rozwazmy czworoscian foremny AB’C’S o krawedzi dlugosci 2. Niech B i C' beda
odpowiednio $rodkami krawedzi B’S, C'S. Przecinajac rozpatrywany czworo$cian plasz-
czyzna ABC, otrzymujemy ostrostup ABCS, w ktérym katy ASB, BSC, C'SA sg réwne.
Ponadto AB=+/3, BC =1, AC =+/3 oraz AS=2, BS=1, CS=1.

7. Dodatnie liczby a i b sa catkowite i ich najwigkszy wspdlny dzielnik jest réwny 1.

Ponadto liczba a-b jest kwadratem liczby catkowitej. Wynika z tego, ze

T | a) obie liczby a i b sa kwadratami liczb catkowitych;

H

b) najwiekszy wspélny dzielnik liczb a oraz a+b jest réwny 1;

N | c¢) liczba a+b jest kwadratem liczby catkowite;j.

Komentarz

a) Dodatnia liczba caltkowita jest kwadratem liczby calkowitej wtedy i tylko wtedy,
gdy w jej rozktadzie na czynniki pierwsze kazda liczba pierwsza wystepuje w parzystej
potedze.

Niech liczba pierwsza p bedzie dzielnikiem liczby a. Wowczas liczba p jest takze dziel-
nikiem liczby a-b. Najwiekszy wspélny dzielnik liczb a i b jest réwny 1, wiec liczba p nie
jest dzielnikiem liczby b. Wobec tego liczba p wystepuje w rozkltadzie na czynniki pierwsze
liczby a w takiej samej potedze, jak w rozkladzie na czynniki pierwsze liczby a-b. Jednak
w rozkladzie liczby a-b na czynniki pierwsze kazda liczba pierwsza wystepuje w parzystej

potedze, gdyz liczba a-b jest kwadratem liczby catkowitej.

b) Oznaczmy przez d najwiekszy wspdlny dzielnik liczb a oraz a+b. Poniewaz d | a
oraz d|a+b, wiec liczba d jest réwniez dzielnikiem r6znicy tych liczb réwnej (a+b) —a=b.
Wobec tego d|a oraz d|b, a skoro najwiekszy wspélny dzielnik liczb a i b jest réwny 1, to

wynika stad, ze d=1.
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¢) Przyjmijmy a =4 oraz b=9. Liczby a i b spelniaja wowczas warunki zadania, ale

liczba a+b=13 nie jest kwadratem liczby catkowite;.

8. Istnieje taki ostrostup prawidtowy siedmiokatny, ktérego krawedz boczna jest

T | a) dluzsza od krawedzi podstawy;

Z

b) réwna krawedzi podstawy;

N | c¢) krétsza od krawedzi podstawy.

Komentarz

Rozwazmy ostrostup prawidlowy siedmiokatny ABCDFEFGS o podstawie siedmio-
kata foremnego ABCDEFG. Oznaczmy przez O rzut prostokatny wierzchotka S na pod-
stawe ostrostupa. Wéwczas LAOB=360°/7, a zatem $AOB <60°. Wobec tego w tréjkacie
rownoramiennym ABO bok AO jest dtuzszy od podstawy AB. Ponadto, w tréjkacie pro-
stokatnym AQOS przeciwprostokatna AS jest dhuzsza od przyprostokatnej AO.

Podsumowujac, AS > AO > AB, czyli w dowolnym ostrostupie prawidtowym siedmio-
katnym krawedz boczna jest dluzsza od krawedzi podstawy.

9. Dodatnia liczba catkowita d jest dzielnikiem dodatniej liczby catkowitej a. Liczbe
d zwiekszono o 30% uzyskujac w wyniku liczbe catkowita bedaca dzielnikiem

liczby a. Wynika z tego, ze liczba a jest podzielna przez

T| a) 10;

T | b) 13;

N| ¢) 30.
Komentarz

a) Zwiekszajac liczbe d o 30%, uzyskujemy liczbe d+ %d: %d, ktora jest catkowita.
Oznaczmy te liczbe przez . Wéwczas %d: [, czyli 13d=10[, a zatem 10 jest dzielnikiem
liczby 13d. Liczby 13 i 10 sa wzglednie pierwsze (tzn. ich najwiekszy wspélny dzielnik jest
réwny 1). Wobec tego 10 jest dzielnikiem liczby d. Poniewaz d jest dzielnikiem liczby a,
wiec wynika stad, ze 10 jest dzielnikiem liczby a.

b) Zwiekszajac liczbe d o 30%, otrzymujemy liczbe %d, ktora jest dzielnikiem liczby a.
Wobec tego istnieje taka dodatnia liczba catkowita k, ze a = %dk. Mnozac ostatnig zalez-
no$¢ stronami przez 10, uzyskujemy 10a =13dk. Stad wniosek, ze 13 jest dzielnikiem liczby
10a. Poniewaz liczba 13 jest pierwsza, wiec jest ona dzielnikiem liczby 10 lub liczby a.

Pierwszy z tych przypadkoéw nie jest spetniony. Wobec tego 13 jest dzielnikiem liczby a.
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¢) Przyjmijmy a=130 oraz d=10. Zwiekszajac liczbe d o 30%, otrzymujemy liczbe 13,
bedaca dzielnikiem liczby 130. Jednoczesnie liczba 130 nie jest podzielna przez 30.

10. Dany jest trojkat ABC, w ktorym BC = AC. Dwusieczna kata BAC przecina
odcinek BC' w punkcie D. Wynika z tego, ze kat ADC' jest

T | a)réwny 3-SDAC;
b) wieckszy od kata ACB;
N | ¢) mniejszy od kata BAC.

Z

Komentarz

a) Pétprosta AD jest dwusiecznag kata BAC, skad wynika, ze SDAB = <JDAC. Po-
nadto, AC' = BC, a zatem YABC = YBAC = YDAB+<DAC =2-4DAC. Poniewaz kat
ADC jest katem zewnetrznym trojkata ABD, wiec

JADC = YDAB+YABC = 4DAC +2-4DAC =3-4DAC .

¢) Wykazalismy przed chwila, ze SADC=3-<DAC, podczas gdy $BAC =2-4<DAC.
Wobec tego kat ADC' jest wiekszy od kata BAC.

b) Rozpatrzmy tréjkat ABC, w ktérym SACB =120°, SCAB=30° i $ABC =30°.
Wéwezas LDAC =15°, wiec SADC =3-15° =45°, a zatem SACB > JADC.

11. Liczba

2 1
+ jest
1+v3 2++V3 )

N | a) niewymierna;

H

b) catkowita,;

2
T | ¢) wieksza od 3

Komentarz

Zauwazmy, ze
2 .t 2-(24+/3) N 1-(14+v/3)
1+v3  24+v3  (1+V3)-(24+v3)  (2+V3)-(1+V3)
_A+2V3414V3  543V3
5433 5433

12. Sfera wpisana w czworos$cian ABCD jest styczna do Scian ABC i ABD odpo-
wiednio w punktach K i L. Wynika z tego, ze

T| a) AK = AL;
b) SAKB=<ALB;

H

N | c¢) oba punkty K i L sa srodkami okregéw wpisanych w trojkaty ABC i ABD.
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Komentarz

a) Oznaczmy przez O érodek sfery. Wéwezas SOK A =90° = SOLA. Wobec tego, na

mocy twierdzenia Pitagorasa, otrzymujemy
AK?=A0*-0K?=A0?>-0L*=AL?,
skad AK = AL.

b) Wykazalismy wyzej, ze AK = AL. Analogicznie wykazujemy, ze BK =BL. Tréjkaty
ABK i ABL maja ponadto wspdlny bok AB. Wobec tego tréjkaty te sa przystajace (cecha
bok-bok-bok), skad wynika, ze YAKB = <JALB.

c¢) Rozpatrzmy taki czworoécian ABC D, ze tréjkat ABC' jest rownoboczny, a tréjkat
ABD prostokatny réwnoramienny o kacie prostym przy wierzchotku D. Przypu$émy, ze
punkty K i L sa $érodkami okregéw wpisanych w tréjkaty ABC i ABD. Wtedy potproste
AK i BK sa odpowiednio dwusiecznymi katéw BAC i ABC, skad wniosek, ze SBAK =
JABK =30°, wiec $AK B =120°. Analogicznie wykazujemy, ze SALB =135°. A zatem
JAK B # S ALB, wbrew udowodnionej wezesniej réwnoéci YAK B=<YALB. Z otrzymanej
sprzecznosci wynika, ze oba punkty K i L nie moga by¢ jednoczesnie srodkami okregdéw
wpisanych w trojkaty ABC i ABD.

13. Na odcinku dtugosci 1 wybrano trzy rézne punkty dzielac ten odcinek na cztery

czesci. Wynika z tego, ze

T | a) dlugo$¢ co najmniej jednej z tych czesci jest wieksza od 1/5;

—

b) suma dlugosci pewnych dwdch z tych czesci jest nie mniejsza od 1/2;

N | c¢) z pewnych trzech cze$ci mozna zbudowaé tréjkat.

Komentarz

Oznaczmy przez a, b, ¢ i d dhlugosci czterech czesci, na ktére podzielono odcinek.

Warunek dany w treéci zadania oznacza, ze a+b+c+d=1.

a) Przypusémy, ze

a< 1 1 c< l oraz d<
X 5, X 5, X 5 X
Dodajac powyzsze cztery nieréwnosci stronami, otrzymujemy a+b+c+d < 4/5. Z otrzy-

U] =

manej sprzecznosci wynika, ze dlugosé co najmniej jednej czesci jest wieksza od 1/5.
b) Przypu$émy, ze
+b<1 + <1 +d<1 b+ <1 b+d<1 +d<1
= = = = — ora —.
a 5, ate<y, a 5 c<y, 5 oraz c 5

Dodajac powyzsze nierownosci stronami, uzyskujemy

6
3a+3b+3c+3d < 3 czyli a+b+c+d<1.
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Otrzymalidmy sprzecznosé, z ktérej wynika, ze suma dlugodci pewnych dwoch czedci jest
nie mniejsza od 1/2.
¢) Przyjmijmy a=1/10, b=1/10, ¢c=3/10, d=5/10. Wtedy a+b+c+d=1, lecz zadne

trzy sposrod tych czterech dtugosci nie spetniaja nieréwnosci trojkata.

14. Dane sa takie liczby a, b, ze a>b oraz liczby a(b+1) i b(a+1) sa wymierne. Wynika

z tego, ze

T | a) liczba a—b jest wymierna;

Z

b) liczba ab jest wymierna;

N | c¢) obie liczby a i b sa wymierne.

Komentarz
a) Liczby a(b+1) i b(a+1) sa wymierne, a zatem ich réznica
a(b+1)—bla+1)=ab+a—ab—b=a—b

rowniez jest liczba wymierna.

b), ¢) Przyjmijmy a = /2 oraz b=+/2—1. Wéwczas a > b, a ponadto liczby a(b+1)
oraz b(a+1) sa wymierne, gdyz

a(b+1)=v2-(V2—-1+1)=2,  bla+1)=(vV2-1)-(V2+1)=2-1=1.
Jednak wtedy liczby a i b oraz liczba
ab=v2-(V2-1)=2-V2

nie s wymierne.

15. W czworoscianie ABCD katy ABC i BC'D sg proste. Wynika z tego, ze
T | a) AD> BC;
b) kat C'DA jest prosty;
T | ¢) AB>+BD?=AC?+CD>.

Z

Komentarz

a) Przez punkty B i C poprowadzmy odpowiednio plaszczyzny k i | prostopadle do
prostej BC. Wowczas plaszezyzny te sg rownolegtle, a odleglto$é miedzy nimi jest réwna diu-
gosci odcinka BC'. Ponadto punkt A nalezy do ptaszczyzny k, a punkt D do pltaszczyzny [.
Stad AD > BC.

b) Rozpatrzmy tréjkat prostokatny ABC' o kacie prostym przy wierzchotku B. Przez
punkt C poprowadzmy prosta prostopadia do plaszczyzny ABC i wybierzmy na niej
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punkt D, rézny od punktu C. Wéwczas czworoscian ABC D spelnia warunki zadania. Za-
uwazmy jednak, ze w trdjkacie AC'D kat ACD jest prosty, a zatem kat C'D A jest mniejszy
od 90°.

c¢) Poniewaz tréjkat ABC' jest prostokatny, wiec na mocy twierdzenia Pitagorasa
AB*4+BC?=AC?, avzatem BC?=AC?-AB2.
Podobnie, na mocy twierdzenia Pitagorasa dla trojkata prostokatnego BC'D, otrzymujemy
BC?*+CD?*=BD?, wiec BC?=BD?-CD?*.
Wobec tego AC? — AB? = BD? —(CD?, skad wniosek, ze AB?+BD?=AC?+CD?.

—_——
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