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Rozwiazania zadan testowych

1. W kazdym z trzech lat 2018, 2019 i 2020 pensja pana Antoniego bedzie o 5% wicksza
od jego pensji z roku poprzedniego. Wynika z tego, ze pensja pana Antoniego w roku

2020 bedzie wigksza od jego pensji z roku 2017 o

N | a) dokladnie 15%;

H

b) wiecej niz 15%;

N | ¢) mniej niz 15%.

Komentarz
Oznaczmy przez pyg wysokosé pensji pana Antoniego w 2017 roku. Wowczas pensja py

pana Antoniego w roku 2018 bedzie wynosi¢
P1=po+po-5%=po+po-0,05=1,05-pg.
Analogicznie wyznaczamy pensje ps i p3 pana Antoniego odpowiednio w latach 2019 i 2020:
p2=1,05-p; = (1,05)* - po,
p3=1,05-ps =(1,05)% py.
Poniewaz (1,05)3 = 1,157625, wiec ps = po +po - 0,157625 = pg + po - 15,7625%. Pensja pana
Antoniego w roku 2020 bedzie wiec wieksza od jego pensji w roku 2017 o 15,7625%.

2. Istnieje kwadrat, w ktérym przekatna jest dtuzsza od boku o doktadnie

T| a)l;
b) V2;
T ¢ V2-1.

H

Komentarz
W kwadracie o boku a przekatna ma dlugosé av/2, wiec réznica miedzy dlugoscig prze-
katnej a dtugoscia boku jest réwna a(v/2—1). Aby zbudowaé odpowiedni kwadrat w kolej-
nych podpunktach, rozwigzujemy réwnania
a(vV2-1)=1, a(vV2-1)=v2, a(vV2-1)=v2-1,

1 V2

uzyskujac odpowiednio a = , 4= oraz a=1.
YRR ot V2-1 V2-1
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3. Liczby rzeczywiste z, y sa réozne od 0 oraz spelniaja warunek 2z = 3y. Wynika

z tego, ze
N | a) z<y;
N| b)z>y;
T| c)x#y.
Komentarz

a) Jezeli (z,y)=(3,2), to 2z =3y oraz = >y.
b) Jezeli (z,y)=(—3,—2), to 2z =3y oraz x < y.

¢) Gdyby zachodzita réwnos¢ z =y, to 2x =3z. Stad =0 wbrew zalozeniu, ze liczba

x jest rézna od 0.

4. Co najmniej 5 krawedzi prostopadtoscianu P ma dtugosé¢ 1. Wynika z tego, ze

T | a) co najmniej 8 krawedzi prostopadloscianu P ma dtugosé 1;

)

b) co najmniej jedna $ciana prostopadloscianu P jest kwadratem;

N | c¢) prostopadloscian P jest szeScianem.

Komentarz

a), b) Prostopadlos$cian o wymiarach a x b x ¢ ma cztery krawedzie o dtugosci a, cztery
krawedzie o dtugosci b i cztery o diugosci c. Wobec tego, jezeli co najmniej 5 krawedzi
prostopadlo$cianu ma dtugosé 1, to co najmniej dwie z liczb a, b, ¢ sa réwne. To zas oznacza,

ze pewne dwie przeciwlegle Sciany sg kwadratami o boku dlugosci 1.

c¢) Prostopadlodcian o wymiarach 1x1x2 spelia warunki zadania i nie jest szeScianem.

5. Liczba dodatnich liczb nieparzystych, mniejszych od 2208 jest réwna

N| a) 91009,
T| b) 92017,
4034
T| ¢ (—\/_>
Komentarz

22018

a), b) Poniewaz liczba jest parzysta, wiec wérdd liczb 1,2,3,...,22918 jest doktad-

nie tyle samo liczb parzystych co nieparzystych. Wobec tego dodatnich liczb nieparzystych,

. 2018 :.ot 1 .92018 _ 92017
mniejszych od 2 jest 5-2 =2°

C) Mamy (_\/5)4034 — (_1)4034 . (\/5)4034 — 92017
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6. Istnieje trojkat, w ktérym réznica miar pewnych dwéch katow wewnetrznych jest

rowna
T | a)90°
T | b) 100°;
N | ¢) 200°.
Komentarz

a) Trojkat o katach 30°,30°,120° ma zadana wlasnoéé, gdyz 120° —30° =90°.

b) Tréjkat o katach 20°,40°,120° ma zadana wlasnosé, gdyz 120° —20° = 100°.

¢) Gdyby istnial trojkat o opisanej wlasnosci, to co najmniej jeden z jego katéw we-
wnetrznych mialby miare wieksza od 200°. Nie jest to jednak mozliwe, gdyz kazdy kat

wewnetrzny trojkata ma miare mniejsza od 180°.

7. Liczba naturalna a jest dwucyfrowa, a liczba naturalna b jest trzycyfrowa. Wynika

z tego, ze

N | a) suma a+b jest liczba trzycyfrowa;

Z

b) iloczyn a-b jest liczba czterocyfrowa;

N | ¢) suma a+b ma mniej cyfr niz iloczyn a-b.

Komentarz

a), b) Jezeli a=20 oraz b=990, to a+b=1010 jest liczba czterocyfrowa, a a-b=19800
jest liczba pieciocyfrowa.

c) Jezeli a=10 oraz b=990, to obie liczby a+b=1000 oraz a-b=9900 sa czterocyfrowe.

8. Istnieje liczba pierwsza p > 13 o tej wlasnosci, ze kazda cyfra liczby p jest réwna

N| a)0lub T7;
T | b) 1 lub 3;
N| ¢)2lubb5.

Komentarz

a) Kazda liczba naturalna, ktorej zapis zawiera tylko cyfry 0, 7 jest podzielna przez 7.
Wobec tego kazda liczba o tej wtasnosci i wigksza od 7 jest ztozona.

c¢) Kazda liczba naturalna zakonczona cyfra 2 jest parzysta, a kazda liczba zakonczona
cyfra 5 jest podzielna przez 5. Wobec tego liczba p sktadajaca si¢ tylko z cyfr 2, 5 jest

podzielna przez 2 lub przez 5. Poniewaz p > 13, wiec liczba p jest ztozona.

b) Liczba p =31 jest pierwsza i wieksza od 13.
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9. Liczby a, b, ¢ sa dtugosciami bokéw pewnego trojkata. Wynika z tego, ze istnieje

trojkat o bokach dtugosci

T| a)a+1,b+1,c+1;

N | b) a?, b2, ¢
T | ¢) va, Vb, Ve
Komentarz

Tréjkat o bokach x, y, z istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy
rT+y>z, Yy+z>x, Zz+r>Y.
a) Skoro a, b, ¢ sa dtugosciami bokéw pewnego tréjkata, to a+b > c. Wobec tego
(a+1)+(b+1)=a+b+2>c+2>c+1.

W pelni analogicznie wykazujemy pozostale dwie nieréwnosci. Stad wniosek, ze istnieje

tréjkat o bokach dtugosci a+1, b+1, c+1.
c¢) Skoro a, b, ¢ sa dlugosciami bokéw pewnego trojkata, to a+b>c. A zatem
a+b+2Vab>a+b>c, skad (vVa+vb)?> (ve)?.
Wobec tego /a+v/b> y/c. Pozostale dwie nieréwnosci wykazujemy analogicznie.
b) Tréjkat o bokach 2, 2, 3 istnieje, a tréjkat o bokach 22, 22, 32 nie, gdyz 22 +22 < 32.

10. Kazda z dwoch wysokosci pewnego tréjkata ma diugo$é wieksza od 1. Wynika

z tego, ze

N | a) trzecia wysokos$¢ tego tréjkata réwniez ma diugosé wieksza od 1;

H

b) kazdy z bokéw tego tréjkata ma dlugoéé wieksza od 1;

1
T | ¢) pole tego tréjkata jest wieksze od 5

Komentarz

a) Rozwazmy tréjkat réwnoboczny ABC o boku diugoéci 2v/3 i oznaczmy przez O
punkt przecigcia wysokosci tego tréjkata, a przez K, L, M — Srodki odpowiednio bokow
BC, CA, AB (rys. 1).

c
K
L
™
A4 vz M 3 B A M B
rys. 1 rys. 2
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W trojkacie ABO odcinki AL, BK, OM sa wysokoSciami, przy czym

AL=BK =+v/3 oraz OM:CTM:

To oznacza, ze dwie z wysokosci trojkata ABO maja dlugosé wieksza od 1, a trzecia wyso-

1.

ko$¢ tego tréjkata ma dlugosé réwna 1 (czyli nie wieksza od 1).

b) Rozwazmy dowolny tréjkat ABC' spelniajacy warunki zadania i oznaczmy spodki
wysokosci poprowadzonych z wierzchotkéw A, B, C' odpowiednio przez K, L, M (rys. 2).
Przypusémy, ze BL > 1 oraz C'M > 1. Wéwczas, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, uzy-
skujemy

AB*=AL?+BL?*>BL? skad AB>BL>1.
Podobnie uzasadniamy, ze
BC?*=BIL?+CL?>>BL? oraz CA*=CM?*+AM?>CM?,
skad BC > BL > 1 oraz CA> CM > 1. Wobec tego kazdy bok tréjkata ABC ma dlugosc
wieksza od 1.
¢) Przy oznaczeniach z rozwiazania poprzedniego podpunktu, wykorzystujac nieréw-

noéci AB >1 oraz CM > 1, otrzymujemy
1 1
[ABC’]=§-AB-CM>§-1-1: ,

gdzie [ABC] oznacza pole tréjkata ABC.

11. Liczba x jest wymierna, a liczba y jest niewymierna. Wynika z tego, ze

T | a) liczba z+vy jest niewymierna;

Z

b) liczba x -y jest niewymierna;

N | ¢) liczba z+y+x-y jest niewymierna.

Komentarz

a) Gdyby liczba x4y byla wymierna, to réwniez liczba y= (x+y)—x bytaby wymierna,
jako réznica liczb wymiernych — sprzecznosé. Wobec tego liczba x4y jest niewymierna.

b) Przyjmujac = =0 oraz y = v/2, uzyskujemy x-y =0, co jest liczba wymierna.

¢) Przyjmujac x = —1 oraz y = /2, uzyskujemy z+y+z-y=—-14+v2—-v2=—1, co

jest liczba wymierna.

12. Dodatnia liczba calkowita n jest podzielna przez kazda z nastepujacych dziewieciu

liczb: 1,2,3,...,9. Wynika z tego, ze liczba n jest

T | a) podzielna przez 10;

z

b) podzielna przez 27;

N | c¢) wieksza lub réwna 1-2-3-...-9.
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Komentarz

b), ¢) Zauwazmy, ze liczba n=5-7-8-9 jest podzielna przez kazda z liczb 1, 2,3, ..., 9.
Jednak liczba ta nie jest podzielna przez 27, gdyz liczba = nie jest catkowita. Liczba n

271 3
jest takze mniejsza od 1-2-3-...-9.

a) Liczba n jest podzielna przez 2 i przez 5, wiec jest takze podzielna przez najmniejsza

wspolna wielokrotnosé liczb 2 i 5, czyli przez 10.

13. Szesciokat foremny podzielono na szesé przystajacych wielokatow wypuktych. Wy-

nika z tego, ze kazdy z tych wielokatow ma co najmniej

N | a) jeden kat wewnetrzny o mierze 60°;

Z

b) jeden kat wewnetrzny o mierze 120°;

N | c¢) dwa katy wewnetrzne ostre.

Komentarz

a) Szedciokat foremny mozna podzieli¢ na sze$é przystajacych trojkatow o katach
30°,30°,120° (rys. 3).

b) Szesciokat foremny mozna podzieli¢ na sze$¢ przystajacych tréjkatéw réwnobocz-

nych (rys. 4).

c¢) Szesciokat foremny mozna podzieli¢ na sze$¢ przystajacych czworokatéow o katach
60°,90°,90°,120° (rys. 5 lub rys. 6).

IGVAVAN
LT N

rys. 3 rys. 4 rys. rys. 6

14. Kazdy punkt prostej pomalowano na czerwono albo na niebiesko w taki sposéb, ze
kazdy odcinek o dtugosci 2 zawarty w tej prostej ma konce réznych koloréow. Wynika
z tego, ze na tej prostej istnieje odcinek o koncach réznych koloréw, ktorego dtugosé

jest réwna

N| a)4;
T | b)b5;
T| c)6
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Komentarz

a) Oznaczmy przez AB dowolny odcinek dtugosci 4 zawarty w danej prostej, a przez
M $rodek tego odcinka. Wowcezas odcinki AM oraz BM maja dlugosé 2, wiec z warunkow
zadania wynika, ze zaréwno A, jak i B sa innego koloru niz M. To oznacza, ze punkty Ai B
majg ten sam kolor. Z dowolno$ci wyboru odcinka AB wynika, ze kazdy odcinek ditugosci

4 ma konce tego samego koloru.

c¢) Oznaczmy przez AB dowolny odcinek dlugosci 6 zawarty w danej prostej, a przez
K i L takie punkty, ze AK = KL = LB =2. Wéwczas punkty A oraz K sa innego koloru,
a punkty K i B sa tego samego koloru (co wynika z rozwiazania pierwszego podpunktu).

Wobec tego punkty A i B sa réznych koloréw.

b) Oznaczmy przez AB dowolny odcinek dlugoéci 10 zawarty w danej prostej, przez
M — érodek tego odcinka, a przez N — taki punkt, ze AN =4 oraz N B=6. Z rozwiazania
podpunktu a) wnioskujemy, ze A i N maja ten sam kolor, a z rozwiazania podpunktu c)
otrzymujemy, ze N i B sa roznych koloréw. To oznacza, ze punkty A i B sg réznych koloréw.

W takim razie jeden z odcinkéw AM, BM diugosci 5 ma konce réznych koloréw.
Uwaga

Zauwazmy, ze w podpunkcie ¢) wykazaliémy wlasno$¢ znacznie ogélniejsza niz sformu-

lowana w tresdci zadania, mianowicie kazdy odcinek dlugosci 6 ma konce réznego koloru.

15. SzeScian o krawedzi 1 mozna tak przeciaé plaszczyzna, aby uzyskaé¢ w przekroju

prostokat, ktorego pole jest

T | a) wieksze od 1;

T | b) réwne 1;

T | c¢) mniejsze od 1.

Komentarz

Niech ABCDA’B'C'D’ bedzie sze$cianem o krawedzi 1, ktérego wierzcholki sg tak
oznaczone, ze kwadraty ABCD, ABB' A’ oraz. A’ B'C' D’ sa jego $cianami. Oznaczmy przez
K, L, K', L' takie punkty lezace odpowiednio na krawedziach AB, BC, A'B’, B'C’, ze

BK=BL=B'K'=B'L' =a,

przy czym 0<a <1 (rys. 7). Wéwczas czworokaty BKK'B’ oraz BLL' B’ sa prostokatami,
wiec wieloscian BK LB'K'L’ jest graniastostupem prostym. Zatem czworokat K LL K’ jest
prostokatem, ktérego pole jest réwne KL- KK’ =av/?2.

=4 na rzecz Edukacji
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-
?___________

N
N

Q

rys. 7 rys. 8 rys. 9 rys. 10

a) Jezeli a > (rys. 8), to KLL'K' jest prostokatem o polu wigkszym od 1.

b) Jezeli a = (rys. 9), to KLL'K' jest prostokatem o polu réwnym 1.

-~ 8-

c) Jezeli a < — (rys. 10), to K LL'K’ jest prostokatem o polu mniejszym od 1.

V2

Uwaga

W podpunkcie b) odpowiednie ciecie mozna zrealizowaé réwniez plaszczyzna réwnole-
gla do pewnej pary przeciwleglych $cian szescianu. Z kolei w podpunkcie a) mozna takze
na przyktad rozwazy¢ ciecie przez pare przeciwleglych krawedzi szescianu (np. plaszczyzna

ACC'A’, co odpowiada a =1 w przedstawionej w rozwiazaniu konstrukeji).
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